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第一章复数及平面点集 


噘 


计箅： 

1 ) ( I + 0 . (1 - 20 ( 并作阁 / 


(2) 


一 1)77 -2)0'" » 3) 


( 3 ) \/ 2 (cos a + i ^in a) (cos /3 -f i sin jS> 


其屮： o<a ， jS<4, a- arc tg2 s /? = mtg3 


2 

解 ： (1 ) (1 + 0 +a -20 -2 - 


o 


(I +0 - U -20 



^ ； Ui) 


* 


4 


( 2 ) 


l 


■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ m 

-DC/-2)(j- 3) _ a -or2-0(3-n 


^/a^o(2 + 0(3 

■ ■ ■ ■ m 

a + iK2" + 0(3" 


o 

l) 


-10i z 
100 一 


10 ■ 


(3) 


4 


tga=2, tg 



■ 


tg (a + 办） 


2 + 3 
1-2*3 


1 _ 





又 0<a，/?< 


；T 

2 


4 


a 


3 

4 


\ 从而 


cos (a + jS) 


2 2 ， + 二 〜 2 


鲁 


敁原式 



2^[cos<« + y9) 


s[n(tr + /?>] - - 1 + J* 


1 



i 


2 , vtm ： 

F 

C 1 ) + 

-+〜（并作阁）; 

(2)^1 (^2 +之 j) 





证： （ 1 ) 设 
= •3^+13^ (A = l ， 2,3) ‘ 


(图 1.2> 


^ 左端 〜 + iyO h - [<^ 3 十*> 5 )卜0^ +*> 3 )1 

7 \ 二 （欠！ + iy t ) + [ 0v 3 +^ 3 ) 十 + y ^>] 

■M\ 

"■ 二 [〜+ (、+ 戈 3 )] ^-ity, -i- + 

^ = [(x x +x z ) ^-^ 3 ] \ i{Cy ： f ^2> ^ v^] 




一 ^iix, ^ i(y i ^ y z )}-\-^^ + iy^ 

* ■二 = 〈之 1 +之2) +:3_ 

所以原等式成立（图 1.2)' 、 

‘ (2) 假设同 （1) * • - 

端尸 （A +十 iy a ) 十(^ 3 + ^ a )] 〜 

^ = (^1 十，） . ） [(> 、 + 戈 3) + Ky 2 + y^)] ] 

■’ 〆 I 

E ^ iC^i ^ 3 )^ i (八 

= lix L x z - : v l+ vj + O -而 ->^ 3 )] + 

r 1 

+ i[C^i^i +3^0 + (^!^ 3 +>J^ 3 )] 

1 

=[(w - + tCx.y^ + y^ 3 )]+ - 

+ [(^j^3 - y!D 十 u^iy^ ^ y^3>] 


所以原等式成立. 



证明 」 (i ) 当丑仅当 z 2 时， 复數之 为 实数 . 

) 设 ^1 • 及 4 是两歲数，如果 A + 和 ^1^2 都 i 是实 

r, 和 z 2 或者都是实数， ^ 者娃一对共轭 M 数 . 

(D 设 C = X + /<y jjfIJ z-x - iy 

■ 

- 、 

^ - ^ jftlj jc 十 f y i : 欠 — / y 

丨故有 y ::- 少即少= 0, ._. 之 为实碱 • 

反之，荇 z 为实数，则夕 =0 ，故有，: •:叉 

-2) 设 a =戈1 + i y it -2 = x 1 ^ * y a * 

'若 +& 都是实数，则有 

x t yt +^ 2 ^1 = o }k yi +y^ - o c l) 

当少1 = 0时，那么 _ y a = o , 故 a ，、 都是头数 j 
当 >'^0 时，则由 ( 1 >吋得欠-夕1=3^， 

-1 ^^1 + *>1, -a =^i - *>1* 

故 /1 ， A 为 一 对典诞复数 。 

求复数 -| 二 + 的实部及虚部， 

Z ■「 1 

解： 设 j ： + iy > ' 


ritjj 1 Cx^ l> +iy x z \- y^-l ^-i2y 

J35 j. 1 — - - — - __ _ _ . 

之 + 1 一 1) ! iy (x ^ 1) z + y 2 


Re 


z - i jc z 卜 _y 2 ， 1 
^ + t ' (x + T ) 2 ^+ 



__ 2y 

0 + +少於 


_ 


5 . 设 A 及 ^ 足两复数.求以： 

( 1 ) \^ i — *^2 1 z = l^i j 11 ^ \^ 2 1 £ ~>2 

-( 2 > I 之 i 〜之」 > i : c i — I j 2 i i ; 

H 

(3) +二 2 ”十 f 之广 心丨 2 =2( jA ! NU ) 、并 

; 其儿何意乂。 ‘ 



证： Cl ) ki 丨 2 = - e 7> 

= (^i ^ 々 ）Oi - ^^} 

— _ ^ 

~^~ ^2 Z Z ^ I ~ ^1^1 

- - _ — 

^ J^i 1 2 + k 2 1 2 - + 

= l^i J 2 + I 】 - 2 Re (~;;) j 

(2) 由（ 1) 题知： ■； 

"I 

l ^ i -^ 2 | a = |^ if a ^ k a P -2 Re <— i )， J 

又 I l^il - f ^ zi | 2 = kt 丨 j 丨^ ! + I 2 

厂 = kil z + l ^ l *-2 U 1 f|^J 

二 l:i 卜 H : a | 2 -2 U 乂 j . ■ 

I 

■— ■ _ L 

r • j :i 之 3 I e (:丄 a ) r 

即 i 丨 -A I £ > 丨 】 Zi 丨 -I 之 a 丨 j 2 . 

两边开平方得 ； ki - 6 I >| I&j - f 2 a I I . 

(3) ••_ f^i +^1 2 = 1^, j a + |^| £ + 2ReU 1 ^) / 

— hi 2 = I 〜 I ! + l2 2 [ 2 -2Re(> 1 ^ a ), 

两式相加得： 

其几何意 义是： 平行四边形两对角线长的平方和等于诗 
邻边平方和的两倍。 


6. 设 2 = Jf + Os 证明 ： <|^ K | ar | + \y\ 



% 






证 * •/ }^j - v/|jfj \^-~}~yV > 2 

\ 

-1^1 + fyN 

2 j ^ y |< f^J 2 +[ y | 、 

/, 2\£\ z ^2Cx/\x \ 2 + |yr') 2 v -2(US 2 +ly| 2 ) 

2 +2ja；n y| + |yl ? = ([3c| + {y|> 3 , 
两边开平方并除以 v / 歹得： 


试证 ： 分别以 心，6，^3，及 为顶 点的 


_两个三角形同向相似的必要与充分条件是: 



之 z 

A 








证^由复数的几何意义及平面几何学中关于相似三角形 
的判定定理和性质定理，可知这两个三角形同向相似的必要 
4充分条件是； 、 

3， - 

A ' I _ 1^3 一出 ! I . 

丨^ - | " 丨 "^ i } 

■■ 

(-2? $ — 之 i) 一 arg(2^ — ^1 ) 

= ar & ( tt? a - u ?,) - arg ( w z - ier t ) 


0 0 i 

i 

W 2 - U?I w a - it ? 1 I 


也就是 

\ 


Z 


a 


2 


2 


z 

2 


W 


ft 


w 


tu 

m h" 

IV 


又由 


1^1 s t 

W z l I UI ； 



= (h — 之|> (奶 3 - 

及（ * ) 式与 （A - &)< w 3 -叫） — O s — — %) = 0 等 

价， 知 （*)5 t 与 



U ? 2 ID ^ \ 

等价。故得题中的结论。 ' 

8 ,如果 It ! = I a ! = h ! = 1,且二0， 
证明是内接于单位蚓的- > 个正三角形的 顶点^ 
证法一：设 A 二 A +0^(^ l ，2,3), 由已知条件可知: 

r = 1 ( 2 ) 

I “ 3) 

^ a s + y 3 E ^ 1 ( 4) 

由 CO 解出 A ， h 代入 （ 2) 得： 2 X^ Z +2 y^a = 1，<5) 
-IX (5)+ (3) + (4) 得 ：（h —文 a ) 2 + ( y 2 - y 3 ) a - 3, 

即：卜 a … A I = v 7 3 , : 

同理可得 ： —hi = h 、丨 = v "3 , 故 ，，： - 
正三角形的顶点 a 

又由巳知条件知：4都是单位圆上的点，故心， 
々和 々是 内接于单位圆的正三角形的顶点。 

证法二： 

由 Z I + 之 2 + 之 3 = 0， C 3 二 — （ 之 I + 2 r ) * 

取井轭复数4 = 

-i-rv ■ ■■疆 ^ ■ 

又 Id 1 ; 1^11 1= k»M = l ， 


+ X 2 + JC 3 

yi - hy ^+ y ^ 


1 







I 2 = <^1 - ^ a ) (^1 - ^ i ) 

- 卜」 2 + +、々）=1 + 1 - （- 1) = 3， 

故 It - 心 I = a /3 . 

同理可证：丨3广之 3 | =丨〜 一 心卜 V 7 3 

二 z s . 々和心是内 援于单位圆的正三角形的顶点。 
证法三： 

考虑方程 - ^ j ) (z - z 2 ) (^ - ^ 3 ) = 0> 显然色的三个 
根就是心，^2， ^3. 

设多项式 

^ 1 ) (^ - z 2 ) ^ 3 J + a x ^ 2 H - a t z + a 3 , 

比较系数得 + 

，•• =3, :、 z u ~ x - a = ]， 2， 3)， 

，•• a 2 ^ ^ a z 3 +^ 3 ^i ^ z ^ S x Z % {^ x + 

= 0, 

If 此所考虑的方程变为 f ^^ H -a^-o (1) 

由于 + -0 ja,| - J =1, 

因邱 U ) 的三个炽心，心满足关系式 t 

■ 

1 = ^ 2, j = ^ 3 , 

其中 c = cos 120° + i sin 120 D , 

从而 Si, ~ 和心是内接于单位圆的正三角形的顶点 D 
9 t 求证 ；(I + cos^ -i- isin 0) n 


= 2 ft cos 



(cos 



* ■ 


sm 




n& 

， p 

2 



- 7 — 





0 


tiF_i 左端 =(2 cos 2 ^ + / 2 sinf cos f )" 






GOS 2 l cos 2 




= 2** cos "-2 ( cos -^- 
10. 解 方程： - 3 iz - (3 - i ) = 0. 


+ * 


sin 


n 0 


2 


右制. 


解法 


由求根公 式得: 




3 — 1 


2 


( 1 ) 


令 v^3 ” 4 * = u 卜亡 / ，贝 fj3 — 4，= — 6 3 + 2obi ^ 


比较系数得 


a z 一 fy 1 - 二3 


2 ab 二 一 4. 


解方程组得. 0 = ±2，6二±1 

因此：二 ±(-2卜0，代入 < 1 ) 得 r 


z 



(- 2+0 
■■国 ■ — ■ ■ 

2 


■ ― ■ 


+ 2 i 




z 


3i - (-2 + 0 
■ ■ _ 

2 


解 法二： 由求裉公式得 




3 ： + v/3 - 4< 


2 


* 


设3 — = r (cos 0 十 i * si n 0) ,贝 ij 


5， tg ^ 


所以， v ^3 - 4 i 


- A 3 
= 3 ， cos ^5 

5 ^( co s J + |^ 


是第四象 限角） 


i Sin 


0 + 2 k ^ 

2 — ; 

(卜0, 1), 


当 k = o af 








- 5 


cos 






+ 


故方程组的解为 


Z 


- 1+2(. = 1+>, 


^ k = I m , 

\/3 - 4 f = 5 ^f cos ( 


1 U 求： < v /_ 2 +*V 2') 的三次方根。 

解： */ <\/"2 +*^ 2) = cos ^-+* sin -^ 

■-j - j J + 

:• J+ (x/ 2+ “ = cos ^~3 ~- + i sin l_ 3 〒 

(左= 0，1， 2> 

所求的三次方根力： 


e - = S® O:os g i- t sin^) 


5 


士 (_ y 丄 m 逆 



1 - COS 》 
~~ 2 




2 


/ J 
0 2 
n 


s 


ff> 



f2 

/\ 

n 

*1 

s 




卩 2 


3 


\—/ 
51 


_ 


2 


2 


J1 


/ 


5 


3 5 


2 


4 5 


XT Ai 

5 5 


iv 1 = cos^ + i sin^f 



U 7 = cos + I sin 9W 
2 12 12 


cos 


31 T 


… 3^ 

% s i n— 

4 


v /"2 

2 






17 ^ 

COS - y 2 _ w 




12 .设丨^丨<1，证明 , 


如果 


,那么 




1—2 



A 

v- 


如果 |^|<1,那么 <1. 

I 一 2*c 之 


证 I 若 I z I 


， 则有: 


z —z c J = j^| 丨 2 - z 0 f = \z\ |z- z t I 




|^~ ^0 I = f 1 -^o I 


,| A 7_^ Aj 
► ■_ 

1 — 22 ^ 


■> 


若 则 | zp(l - |之0 I 2 )<1 - I a , 

:、 \ z \ i +\ z ,\^< l + \ z \^\ z 0 \\ 

l 2 = I? 卜 + f^ & I 2 - 2Re<^ 0 ) 


<l + |r| * | 之 0 1 2 - 2Re<A) 


il — Mol 2 . 




1 ^ £2^ 


<x 






由于 ft 数携非角，两边开平方即得 


I 


% 






—10 — 




1 - 成 ! 


<1 


A 


13. 设 fy 限飪数^及々在复球问 1.挺示为 及 h 两 
点。求 i 正尸1茂/^2的距离楚： 

2 jj^L - ^ a _] _ 

\/( i + fzj ^ a + U 2 fv / :: 

证:如 （图1, 3)，设复球而 | a - 

. h 的两点 Z 1 1 ， 尸2的绝标分别 

为 （4 i ， rd )，（4 £ TU ， ta )， r -*7^ ' * ~7 

球极为 Af CO , 0, 1) ^ -/ 

又设复平面 t 与 Pih 对 l ^\_ SZZ ^- 
应的点分别为心 （％i，- v i A)， 

^2 o) ， ( B \ l . 3) 

由于尸：， 尸 2 在球而上， 


D 


cm i. 3 > 


•_. l s + m a + c 】 


i 


1 ， f, W + Oi. 


又由于 iV , 尸^， t 在一条直线 k 
. it -o _ti 1 -o_ Ci_- 1 

•. 7 : 二 o _ V! -o' o- i 1 


故 


又因 J r^i' 


Til 




L 2 +1 m 2 

n ” 

i + it . 

t 一 c i ， 




暇 - 




u 


r 



故可求得； = 
同理可求得： 


r\i = 


2 ^i 

rrr^TP 


* 2 ^ s 2^2 
—i—+| ， W a ’ i + k7P ， 

尸 _ f-^z I a - 1 

u 一 i : 2 p + i _ 


由两点间的距离公式得； 

lAiM = v /< l , - I ^^ + Cti ,- Ti,) a + ( C , - to 2 

^ ■ 

^2( - Hn ~ n ) 

二 t / i[iii i^i ^ rp ~^2 R ^ 〆 2 )] 

v — _ "Ti 不卩 TpiTiTf^Pr—— 



2 a |^i — _ 

l ^ l ^. FKl ^ f ^ l ^ 


2 \zi 一 5 ! I _ 

v/(i + |^ j ) 2 a +>, j i ) ， 


H - 满足下列条 件的点 2 所组成的 点集免 什么？如果楚 
区域， 是单 连通区域还是多连通 E 域？ 

( 1 ) Im ^ - 3* 

解*满足条件的一切点^所组成的点集是过点 3 i _ 且平行 
于实轴的一条直线（图 1. 4) 。 它不是区域. 


( 2 ) R 以 >▲• 

解* 满足条件的一切点2所组成的点集是以直线 

■为左界的半平面（不包括 Rm = _|_) 它是单连 


通区域（围 1.5) 



(阄 1.4) (图 1-5) (阄 U 6) 


( 3 ) | ^ - 1 J < | 2 + * L 

解：上式即 | ^ - « | < x / y 因此满足条件的一•切点 Z 所组 
成的点集是以点（为圆心， X /百为半径的闭圆盘（图 1.6), 
它 A 区域而兒 * 个闭区域。 

(4) |^-2| +1^ + 2| ■- 5* 

解：根据复数差的模的几何意义和椭圆的定义，立即可 
知满足上式的一叻点 z 所组成的点集是以点 : t 2为焦点， 

^为民半轴的椭圆（图 U 7) 。它不是匳域。 



(:图 U 7) (图 1*8) 

( 5 ) ar % i ^~ O = ^ 

解： 满足上式的一切点2所组成的点集是以点 i _ 为端点, 
斜率为1的半射线（不包括端点/ ) (图18)。它不是区域。 

(6) 14<1， R 以 <去 


— 13 — 


+ 




解： 满足条件的*切乂0所组成的点集針: UK 点力圆心- 


1为半径的岡盘和以度线 Ke ^ 


为右边界的区域〈包 1- 




的公共$分（凼 U ) 乂因 


位于岡盘内 旧直线 
内点，故它不 Af > C 域。 


L 的点不是 


( 7 > 0<i - i- 1 +i\<2, 

解： 滿足条 卩卜 的一 W 点 ^ 所组成的 
点集足以 -(1 k ) yj 圆心，2力半径去掉 
画心的岡盘（图1.]0)。它足多连通区域。 


( 8 ) |::;-;<2 , 

解：上式『可化为 | ^ - 1 | <^ 2 \ ^ + 1 1 * 


由此 可得： （ n ^_) 


y 2 xp \ 


闲此满足条件妁一切点 z 所组成的 
点集是以为圆心， | 为半径的圆盘 
外所有点的集合（ I 冬 U . u )。 它足闭区域. 

(9) 0< ar g (-- l )<-^ , 

4 ； 

_ 2< Re ^<3, i 




1 


阐 0*9) 

F 



图 （1.10) 




if 


^ 7 f - ^ 



图 cum 


.解〗满足条件的一 切点所 组成的点崇迳以直线丑以 


= 3 为左、在底，以贵线狀 g (之 -1) 


和实轴力上、 


—14 ' ~ 


/ 腰的一个梯形 （不包 括周界 八阁 1 * 123 
^是单连通区域。 




(10) 0< o^g 


% 


x 


解 ：V 


二 一 i x z + y 2 — 1 
^r h i jc 2 L (y + 1 ) 


04 IU 12) 


_ ~ 2^： t ^ - I , n 

+ J P + (y+ 1〉” 乂 tlOa f+r< 4 


x: 十 v a — 1 

— r (y + i) 


-2x 

x 1 + (_y + 1) 


£ >0, 


于娃有 


- 2^ c >0 ? 


1>0 


2 x<Cx 




^<0* 

jc a + y a > i , 

0 + l > £ + 3^>2. 


它表示在圆 0+1 P + 〆 = (\/乏） 2 外丘属于左半平面 
的所有点的集合（阁 m )， 它是单连通区域。 



图 CU 13) 


第二章复变函数 


Hr 

1 


I .试问函数在圆盘 bfo (称为单位圆盘）内是 
否连续？是否一致连续？ 

解: /<^>-仏丨4<1内是连续的。根据教材 


p . 22 最后三行所述性质，可得这…结论 a 但也可证明如下: 
设〜是内任一点, 取心>0， 使心的 心邻域 
- AlCh 完全包岔玍|2|<1内（网 2,1) 

显然对该邻域内任一点 Z 都有； 

I 2 I〈 I 之0丨 +5o<Cl * Ji 

, 丄〈' 】 . 

Il +/| 义卜（|之 0 |4> 0 ) • 图 (2,1)： 


从而 I / O 〉 -/ O 0 )| 


Z 


a 


a 




| l +^0 a | |1+/ 




I 



"i 


^ 乂 _ 2 i ^2 0 J _ 

U+A j U+z E j 、 jl+A”（l - 
由此讨见，若取 

d<min [s 0f J 1+ ^ 2JO -^iM ； 

L 2 J 


则对预先任意给定的 e >0， 只耍就有 


—一 


I 


/(2) 〜 y ^ o ) I < c *， 


4 





1+7 


£ 




= 4 处连续。 


由于 4 的任意性可知 / Id 在 kl < i 内连续。 
但/(4在14<1内不-致连续。因为，若収 


- n + 

〜 W ， 之 


H — 1 

n 


则 




£ 


n^n + li 


可见只要灸 充分姚 


f 々丨 就可以 任意小。而 


1 

1 i 

■ ■ ■ 1 ■ ■— 

! 1 
■ 

i _ 

l +^ i 2 i +2 ，l _ 

1 — 1 - 
<n + l ) 2 

1 

Crt + l> a 

lt a 

r t 

! 2 ^ 2 -l 

i 

— _ i 7 i + i 

" 2« - r i 

M 4^-1 


0 — 1) 
u 2 


1 


1 


2 n 


1 


2 - 


2 


乒0 (当时） 


Q 


2 n 


£ 


2 .证明函数 /(4 = k | £ 除去在 2 外， 处处不 可微。 
证 *_ 当4:0时， 

= lim^ 1 -lim^,-0 

q 之—之0 Z -»0 艺、 Z -+0 ^ 


却/(4在3 = 0可微 。 h 

但当4表0时是不可 微的， 钲明如下: 

证法 — I 设之 = ^+/ y , /<^) ^« + IV , 

由/(2) = Ml a = /+〆 有 


u - x 1 


+，，"， [IU 山广 °， 


—— 17 — 



" du > =2y 0 i 

\ &y J ( 〜， ^o) 

一 Sv _0 - 


由-7 : 4爹0,故在心=〜+*‘夕 0 中，欠0，夕0不能同时为0 & 可见， 
C - i ? 条件不满足，所以/<4 = 41 2 在4癸0不 可微。 

乩法二：设■夕 0. 若取2 =欠+〜0，刚 

- I 

nm /C^) -/(-o) lilTl P+3V - X 0 々 “y 0 2 

^0 . ^ + 1^0 -^0 - 1^0 

0 0 

-1 ini = 2^ o , 

J — 火 ft 


^ - x 0 -\-ty 7 职 


t im 

I 

0 


/(^) - /(:o 

2 — ^ 


Q 


lim 

y-^y 


太 o a +〆 ~^ o a - yo 2 


x 0 -^ ty-x 


o 


a 


iy 


V 


V 


im 〔一 10+ 夕 0 )〕 = - 2y 0 i 


0 


由于心， 3 V + 能同吋为0,所以当2分别沿平行于*轴 

r — 

和 y 轴的两 f 方向趋 T &时，--^ (^^趋于不同的极限 

1 ’ < 0 


值，所以/以)在 不可微。 

3 •设 /( d 在区域 Z ? 内解析，证明，如凇对毎一点，. 
巧 D , 有尸 00=0, 那么 /( 2 >在 I ? 内为常数。. ? / 

证： 因 /( d 在£> 内解柝， 对任葸 有, r iz ) = o , 

-■ ■ I 


故 


r w 


&u 



&V 

gx 


于是对任意2白£>， 


&y 


9 u 

~&~y 



— 18 


■ 


= o. ① 

- 0……② 


冇 


Qx 


dy 




&y 


. 从而，在 乃内恒 


有 3；) - c , , vix y ， V ) = cAq 力任意常数） a 所以 

在 ,) 内，/(之）二 h +* c 2 , 

4 .设函数域乃内解析，证明 I 如果/(^)满足 
下列条件> ■，那么它 AiD 内为常数 . 

(1) Ke/G) 或 im/(drv: J r^j 为常数 | 

(2) I / P ) 丨在乃内为常数。 


证 


(1) 设 /(d = « + k 。 则由条件得 


E 


lh/O = c ( 常数）。故 




&U 

@y 


0 . 


由子内解析，可得: 


9 y 


Qu 


0 , 


&v 

Qx 


Qu 

dy 


o ， 隱 


K 常数 )。 


* 


/ <^) 


同样可证，当= ^:时， /( Z ) 在乃内 为常数 


(2 > 设 / U ) 


+化，则由条件可知，在£>内 


有 


若则卩 = u = s 。， 

若 c 今 0, 将 + v z = 


/ U ) = Q , 结抢显然成立 q . 
c 的两边分别对 x, 少求饑导数 




V 

2 


V 

2 


* w 私 ^ ^ 


得 


由于 /0 在£>内解析，故有 


— 』lfl — 






„ 9 v 

__- L . _ ■ 


糸 X 




QU 

Sy 


Qv 

Sx 


代入②式得， 


au ^ sv 

2 v lx~ 2tJ &x ^ …… ^ 


2^ 


2 v 


4 Cti 


1 


4^= V 0 


2v 一 i 

二由① f : n ③得 s 


井立即 可得: 




&u 

Qx 

3 y 


0, 


&V 

&x 


0, 


0, 


* 


Cl , V - c 


Ci, h 都是常数） & 


. 


B 


/ ⑻ 


JC 


» 


5 * 证明：若函数 / u ) 在上半平商解沂，那么闲数 7 G ) 

在下半平面解折 I ^ 

if 法一： 设 /0> = wO ，： y ) (: y >0)_ 

，：、 / G ) 在上半面解析， 


人 uix p y }, uO ^ y ) 在上半平而可微，且 


*«C£fjO 二 9 V(x^y) 

T aw7 9y 


私 o ^， y > t 

%y 9^ 


而 


/W = w O, — y) -*u(^ f — y) 


作为定义在下半平面的函数，应有 ^<0. / JU ) 的笑部 




数，因而在下半平面可微；同理/^)的虚部 
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#5[合函 







也迮下半平面可微，并且根据①有 

= = § H ^ yY ) 

~Bx &x ~ §Y 


&y 


_§y 

9 Y 


类似地 W 推得 * 


^ v { x ,~ y ) . = a [ —。0，一夕>] 

#v 9 y 

垣 - y ) — 8 [ -难，一 力] 

得* 0 y - &x 


*- / C ^) 在下半平而内解析。 



设尸(乃=/(3，在下半平面内任取一点 Q 


媞下半平 ㈣ 内异于4的点，则由 = 可得 


/^ O 0 ) = lim 






怎 — ^ 0 

0 


lim 


I I ■ - I — ■■ ■ 

/(^)—/<-^ a > 

^ I ■ 

之—之 0 


— ■ — 

/( 之） 一 /Qo) 

Itm k —— 


3-*5 t 


其屮 5 
此有： 




在上半平而内，由于 /( d 夜上半平面内解析，因 


— 独— 






= 尸（&>. 故 F(d = / (乃在下半平面内解析 
6. 试利 Me - 斤条件，证明下列函数在复平而上解析 

之 1 、 e £ ， sin cos 2^ 

而下列函数+解析 t 


0 


rm r- 

之 , e% Sin cosz, 

证： i^ = x + iy ? jfllj 


/十: 复平面上 


〆 + i2^y f 

&u _ @v 

- - 

&x Qy 


y 1 . 


2 ^. 


2义， 


&y 


Qv 


2 兄 


昆然偏导数均连续、闽此 《 = V ， t ^2 tv 可微且满足 

C - 允条件，故？在复平阳上解析。 


e x (cos y -^i sin y}^ u = e^^os y 


e sin 


在复平 M 上: 


a » 


9 y 


e x cos 3% 


Qu 

&y 


■ ^ 

Qx 


e sin y w 


由此 可见： u 可微且满足 C - 条件，故^在复平面 


h 解折 


o 


sin ^ — sin x cos h y + 1 sin h y cos jc 9 

1 

1 h . 

ti = sin x cos h y 7 u — cos x sin h y m 




Qv 

■ — I 1 

9 y 


cos x cos hy f 


& y ~ 


&y 


si nxsinh^ 


由此可见* 〜 w 可微且癘足 C -/? 条件 * 故 sin z 在复 


平逋上解析 


cos z ^ cos x cos h jr — isin x sin h y f 
u ^ cos x cos h i^sinxsinhy ， 


22 — 



■■■— — 


&X 

Qu _ 

9 y 


~&y 


simco sh^y, 


S x 


si nh v 


由此可见 ： h T 可微旦满足 C - 条件。故 C 0 S ^4: 复 


平面上解析。 


x 2, + y 2 — i2^JVs w y £ 


2^_ 


Qx 

可见 


2 - S 


2^\ 


&u 

&x 


-監在复平 ㈣ -V 


0 外均不成立，故 


Z 


-在复平而解析 


e z = e 1 (cos y - t sin y) u = cos y f y = — e x sln y 9 

- W = e x cos y 7 ^ ^ V 〜 _ 

dx &3t ^ ， ， \ ~ 


只当 y = kn 


(A = 0 ，士 1 ? j：2 ^ 


4 » f 


"I 



&0 

ay 9 


由此可见：^在复平而上不解 


si n ^ - sin jc cos h\y—i cos jv sinhy ， 
^ = sin jr cos h y 9 ^ - — cos x sin h y. 


a « 

dx 


cos x Cos h 


dv I 

dy 7 


COS JC 


T— 

9,0s h 夕 . 


只当文 =Aw + = (A = 0,土 1，±2,…）时才有 $ : 

b (V ^ ■- 


dv 

dy ， 


可见 SU 2 在复平面上不解析。 
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♦ 


■ I 

cos ^ = cos a: cosh y +1 sin sin h y 4 
u - cos cos h jy ? u = sin^c:siiihjy ， 


du 


sin a cos h y ， 


dv 

~&y 


sin ^ cos h y_ 


可见 


an 

&x 


|- U - 在 3 平 |fU 上除 kn(k = 0 ，土 1 ，士 2 ，一 > 

dy 


外都不成立，故 COS = 卬 M 平面上不解析。 

7. 诎明在极坐标下的柯西一黎曼条件娃 


dr 


1 3 v 
r 89 


~ d 9 




dv 

dr 


证 t 设 /(Z) = u(x 9 y) + t_uO ， y )， 


x ^ r cos 0 9 


y 


si 峨 


则 




cos 0 + Us inf ) 



■ ■ 

99 




cos 6 


Slfl 




a «_ 




s in 


&u 


!： 


&tT 

9 y 


zos 0 + 




_■■ 




cos Ot 


^ sifl0 ) 


U. r 


因此由在直角坐:标 下釣 条件可得: 


% du 

#r 

反之 ，由 




ll 


9 

&9 






dr 






«r 


dv 

丄 k 

89 


du 

■■ 


t = — r 


dv 


dr 


并利用 （•） 可得 



h- 
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I 



t cos ^ ~! y sin0 ^ ^ 56 


9^ 




sin 




r sin 0 屮孕 ？-r cos 0 

私 sy 



U -cos^ + 4^-s 


㈣ )， 


即： 


V 

9 U 


9^ \ 

»y / 


co s 0 ^ 


/ 0 M 

\Sy 


-- )sin0 


9^ 


0, 


9 y 




c6s 0 


( 

V Qx 


Qv 


&y 


)siB o 


0. 


/cos 0 与 sin (9 不能同时为 


_ 


■ 


即： 




■ 

&V 


@y 

-粑+ 

»y 

&V 

私： 

h 


! 

\ 

■ _.! _ 

i 9 ' 

_ ■ ■ 

^ 1 

i — ^ _ _ 


^ 9 y 




By 


Sp ^_ 

0 x 


f 

T 


(奮- 

亦 • 




&y 


&u 

Qx 


由此 可知，在极巫标了的 c — i ? 条件为 

9^ 1 批 _ n 

®r ' r 90 f 90 


«r 


■七 


.1 ■■- 

■ 


8. 下章将要 还坰：在任 何区域 D 内解析函数， /0?>—逼 
有 任意阶导数。由牝坪明， , , 

( vf (^) 负实部一虚部在‘怂丙也有無意办导 k ,. 并血满 

足拉 普拉斯 方程， . > 1 






矿 U ■ @ £ t/ 


0 X 1 4 Qy 


£ 


^0 


―袂 




<2) 在 D 内， ( 




2 




& 
9y 


)|/^) 卜4[尸⑻ I 、 


* 


i 正： u ( x 9 y ) + ft ；( x ， y ) 在 D 内有导数， 
/( P 的实部和虚部 Ww ) 的偏导数存在， 


且 




内有导数， 


-十 I 、一 = 

9x Qx 

&u_ 

9^ ? 0y 


flu 

&y 


f w . 义尸 （幻庄 I ? 

&y 


&v 

. ， 


分别为尸 （A 


的獅魏所以■砮， 9V 


9y 

9y ? Qx ^ 


Qu 

9y 


均有偏导 


数，这就表叫 / W 的实部和虚部有二阶偏导数 


o 


因为/仏)在乃内有任意阶偏导数，故可类似推出 /( 幻的 


久:部和虚部在乃内也有任意阶偏导数 


o 


乂 


d / d» 

Qx \ Qx 


& / &^ 
私 





a 


& / 如 

■ ■ ■ 【 m m ■ 


Sy 



a_ 

9y 


m 


比较 L 式的实部和虚部 备到: 




磨 k 

系 2 一 3y 2 ， 




9 




即 + G 


即 


•* 


@"u 

_ __ . j- _ _~ fi 

Sz a fty 2 ， ■ 
< 2) 令 + 则 


£ 


黌 


左端 


《““ 2 + u ” + 9^ (u ^ v 




) 


It (扣昝+加 


里 

&X 
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■*■ 



2 ( 吾 )+ 十 2 ( 



3 


+ 2 ( 




■ @ 2 « 


) + 2 u %^ + 




2 


& 2 v 

ay 


+ 2ti 


2 


2 ( 


9» 

&x 


1 


Qx 


2 



2 ( 


&u 

9~y 



+ 


作 (以 





切(修+|?) 

=4 〔(釕 +(in 

= 41 广(幻 j 2 = 有端. 

故原等式成立 

9 +求出^ + 』，[11(1 + /)，"，1^,(-2)^的值 

解 , + i ~ (cosl + fsinl) 

Ln (1 + /) - ln|l+/| + /[arg(l + i) +2fe*] 


2 - 1^2 H ~^2^k^)(k = 0 f ±l 9 ±2 


J L " 


1 n 1 + I <2 +2 k«) 


^ I * 


- (| + 2k 


蓠） 


(A = 0» ±1>±2* 


琴 ■ ■ 


2 菸 —— 




( I * 1+ i 


fl k 




cos (2\/"^" A 7 r ) sitt (2\/ 2 


(^ = 0, ±1, 土2,…）， 


(一 2) 




aL ft 卜 2 


VH 】 


立 + f (™ + 3 X "> 


e ^ 1 { cos [ v /2~ C 2^ + l ) jr ] + 


+ f [ siux /2"(2^+ l )^ } (fe = 0，± l ， 土 2, …）. 

10. 由 2 = situ *? 及 cos «? 所定义的函数 tP 分别称为 2 
的反正弦函数及反余弦函数，求出它们的解析表达式（利用 
对数函数）. 


解：已知 


sinw 






0. 


利用一元二次方程求根公式解得 t 

■ I 

c s w = - 2^ 即 iw - Ln <*^+^1 二^ U 


* 


arc sin = - 1 X 0 ( 1 ^+^/]^^ ) 


利用同样的方法解得, 




arc coSr= - tLn(^+v/^ 2 ^- F l ,) 4 

v ^ ^ . I . ^ . - t 

jj - ^ ^ 石 j 一 式 

11* 由 sin he = —— : 及亡 <h =i -- * 义的 

函数分别称 ^ 奴 rt 正弦函数和双曲‘弦函数，证明：‘ 

sin h£ 1 . sin h 2 = 兮 os i 艺： 

由此从关于三角函数的有关公式导出： 

cosh 2 ^ — sinh 2 -? s = l f 

siiih(2 p 1 十 ^ sinhz 1 coshz t + Qoshz i sin\iz t ^ 

1 

cosh(^j 〒 i ： p6heiCosh 〜 +sinlii£ H 1 sinh ^， 


sin(jc + ijy) = s inxcoshjy+ >cos^s inhy, 

I 

cos C^+13^) = cosxcoshy — fsimsinliy ， 




sin 


iit ： sin 


cos h 之， 




《- cos hz- sin he 
dz 


T Z 




i sin(t>). 


cos li 之 


2 


~2 


cos 


cosb s z - sinh^^ = oos 2 i^ + sin s ^ = 1, 
5 inllC^] 4 -^i) ™ - ( +*> 3 ) 


—(■ +*> 3 ) 

1 

- * (sin i>! cos -F-cbsi^! siai> 2 ) 

s 1 nh^! cosh^i +sinh 怎 ^cosli^i 


coslit^j +^ a ) = cos I’Oi +^ a ) 


* 




=cos cos I 之 2 — sin. t^ x sin iz 2 
=cosh^r^osli^a + sinli2 1 s Inh^j # 

sin(^+j.y) = slnxcosiy-^cosxsiniy 

- sln : xcosh.y-^icqsxsin)iy m 
cos(^+t^) -^cosxcosiy — sin^esim'jy 


cos 文 cosh 夕一 isimcsinhy. 


/ sifl li^ 


-* e' a 


2 ， 


Uuh^^-f 
02 02 


d e 2 一 


e 2 +^ z 


1 '\、 

1 ， V y - 1 

7 co&h 之 


又 coshz — 


e z + e~ z 


■p 


2« 



* 


^ COS 




d e 

dz 


Z 


H-e 


e 


z 


e 


2 


2 


s 


inhz 


12. 设两个实变数的函数釭偏导数，这一函数 
可写成 ^ = 及^的函数 



柯把2和^苕作耍相互独立的，址明 s 


洲= 1/0 U ^ { 8 u \ 

2 \d^ dy, 

a“= i/du + i du\ 

七 2\av dy/' 

设复变函数 f ⑷ 的实部及虚部分别是 U ( w ) 及 
力，并」1_它们都冇偏导数。 求证〗 对于/(2)，柯酉黎 
曼条忭4写成 

洲 + pt 0 . 

dz dz 

证*由于 jc = 巧 ’， y ; s ~ z . 

裉据复合函数求偏导数法则，有 V 



du 

■ V 

dx + du 

『 

_ i du 

■ ■ 

i du 

■ 


dz 


dz dy 


2 

2 ay 

* 

du ■ 

. du 

* , dX . . JL, 

处 . 

dy 

- r — ^ 

-i-^ + 

I 3u 

r - 




dy 


2 d^c 

2 dy m 

设 /( 之 > =« 

dy)+h ⑷力， 

由于 

/ O ) 的实部 


«( u )， 虚部都有儋导数，故由方才所 证知: 
df 一 du +( - dv 
3^ dz dz 
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1 f ^ i ( 1 f \ 

2 2 &y \2 2 &y) 

1 \t i / i &v\ 

2\d'^ ^&y~* 2^&y ^ 


按 C 一 i ? 条件 


Qu @u 

3 ^ &y 


Qu _ _ &v 

&y 


故对 / ⑵， 


C _ i ? 条件町 写成: 



Qv 
0 ^ 


13. 设両数 f (^) ti : . : = Q 解析，那么我们说 / 在 J = «= 


解析。下列函数中，那些在无穷过点解析? 

+ - h^m^™ 


e 




6 0 + zH — * +6 nJ z fl 





解：设 則 /( v ) = 取。 


1 im / (-▲ ) = 

{ *>0) 


lim / ( ! ) = 1 im e x 

\ ^ r #*+Q 

(*<0J 



lim e 4 不存在. 


故 d 在 2=0 处不解析，即 f 在^ = «处不解析。 


^— 3-1 — 





d /( 


ln f 


41 


一 1 


■Ln 


1+2 


二 Ln (1+ 之 ） ™ Ln(l 一 广〉， 

W 为 Ln ( l + d 与 Ln<l - 都-泛多值解析珅数，二 
点， f ( l )^ -个单值分枝宄== 0处足解析的, 


\-k 二 Ln^ 


之+ 1 


) 的每一个单直分枝 


0不是枝 


语解析 







2 ■{ - 


之 J 




+ ^ L H - +' 

^ + b t ^' 1 + -+v n 、 


- Z 


it -ni 


当 m < i 财， f ( l){E 


0处是解折的，故所给有理函 


数 


■ 

处适解析的；当 m >^ t , / Q ) 在 


0处不解 


析， 故所给 的有理函数在2 


处不解析. 


/( ~) = ^ 1 = 1 + 卜- 〆 !^平而上是驭信函数， 

I 

0为枝点，它的两个单值分枝在 z = t ) 不解析. 


■、/⑵= z 在之= M 处不 解析. 
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14. 在复平而上取上半虚轴诈割线。试在所得区域内分 
别取定函数 v/z 和 inz 迮正实轴分别取正实值和实值的一个 
解析分枝*并求它们在上半虚轴左沿的点及右沿的点 a = | '处 
的值。 


解 t v/y = v/i z~\ C 1 4 "^^+"^"^在正实轴上取正实值的 
一 个 解析分枝为： 

\/V = >/J 2 ~\ e v ~^~ — 2?r<arg 之 < 音 ) • 

，在右沿点 z = i ， 处， = ^ 


在左沿点 3=( 处， 




v/'2 

2 


( 1 + 0 . 


La ^ = la | z { arg ^+2^ i , 在正实轴取实值的一个 


解析分 枝为: 

P L 


Iil? " In |^| +1 a rg^ 

在左沿点 2 { 处，二 


(f- 2 it<arg^<|). 

船,.(-奸+,_ 


:在 右沿点 Z = I ■处， Ioi-lnl + i ^- = 4 f . 

z ^ 


16. 在复平面上取正实轴作割线.试在所得区域内： 

(1〉取定函数^ (- l < a <0) 在正实轴上沿取正实值的 
—个解析分枝，并求这一分枝在 2 =处的值> 在正实轴下 
沿的值.（2>取定函数 La ^ 在正实轴上沿取实值的一个解析 
分枝，并求这一分枝在 -1 处的值，在正实轴下沿 


3 } 


的值 • 



=〆 1 ‘I I z 


_ gOti 'H ^ I + i (airfifZ + Ek^) 1 

I （為=0， ±1 ? 


± 2 …） • 


在正实轴上沿取次值的一个解析分 枝为： 

? ^ … M (0< arg ^<2^>* 

此分枝在 ™ 1 处： 

(— 1) fl - ^ n I 1 ^ J a ^ = cosa^t -hi s in ajr, 

在正实轴下沿点 ^ = x 处的值为： 

x a = e a 1 ax e l iajr - e a Ul (cos2ajt+iSin2ci3t) p 

( 2 ) 因力 £iiz = Inj 之 | +/arg 所以 Lnz 在 

正实轴上沿取艾疽的解析分枝为： 

lm = In| 2 r 1 +j arg (0<argz<2 冗） • 

此分枝 。一 1 处， ln(-l)=ln]-ll+ii = rtf* 

在正实轴下沿点 e 处的 值为 * , 

lux = 1 n I j +2^* = lnx-h2nt\ 

16. 求函数、 /(1: 巧 &1 二 (0<A<1) 的枝点。 

5 E 明它在线段： 


-^7<文< 一 1， 




k 


的外部，能分成解析分枝，并求在7 = 0取正值的那个分枝* 


V [ <1 - (1+^) (1 - kz ) <1 + Az ) 


fcv 0-1) (^ + 1)(^ 


k 


XO 

(0<^<1) * 


34 





J 








设在 21 处有起始值 t 
^ 一1 \ 7 


+1 


% 


2 


k 


e 


e 






从而/⑷= 〆 (了二的起始值％为 


e ■+ & + & +& 

1 2 3 


A v / r i r a r 3 r 4 ^ 

下面求枝点：由于V ^的枝点兑0和°°，所以所给函数 
可能有枝点±1，±|和°^. 

当 r 依逆时针方向沿任一糸不经过±1，±^-»并在其 

内部包含点==1而不包含其它三点的简单闭曲线连续变动回 
到原来位置时 ,0，^Sl+2Tr.0 a j 3 , 心不变。起 始值 变为 


-P 




& + & + 0 + & + 2 ^ 

L £ S 4 

-X _ ■ — »■ ■— 

z 


^1. 


所以2 = 1是 w 的枝点， 
类似地，可以说明^ 




1，之=±4也是出=/00的枝点 


k 


1 


又当 a 依逆时针方向沿任一条不经过±1,±+，但其内 

部包含这四个枝点的简单闭曲线连续变动间到原来位置吋， 
^,匕，0 3 和心的值都增加2\ 

因此 


A + ^ + e + ^ +a 咒 

12 3 ^ 


故^ 


由 = ^/rj a r 3 r〆 

;« 不是 tr = / ⑺ 的枝点 * 




Sfi 





I 


类似地，可以证明；若简单闭曲线 
内部恰含两个枝点，则点=依逆时针方 
向沿曲线连续变动一周时，函数值也不 
改变. 

所以在复平面上作 割线： 


- - 1，去， 

、口图2,2，在所得的区域内，可把 £T = /(0 


(图 2.2) 

分成连续分枝， 


而这些分枝又都是解析的。因此在 K^< y 
的外部（记作 D) :所给函数能分成两个解析分枝： 


9 ^ e + 9 +21 * 

V 1 Z _3 - * 

^^ rjTjrsr ^ ^2(^ '0,1>* 

I 

即 tt?i =1(1 - ^ 2 )(1 - 

e i 女 [ argcmiargddkm / n ] C ^ GI » v 

巳知 z = 0 时 t 出 * 正值， 

、 

I 1 1 ; firs n -0)+ artfCl - D)+iljr 

即， w , -| a - o ) ci - o)p ^ ^ 

= 正值•二 / =0. 

故在 2 = o 取正值的那个分 枝为： 

: I 士 ii-CargO-^ 2 )^ argCl-A*^ 1 )], 

17. 研究函数 

„■ = 3 / &+ 60 -^ 0 匕- 2 ：> _的枝点，并在割线 （ 
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‘1<怎<2(夕= 0) 及: v >00 tf =0) 的外部区域内，求解析分 
枝(^ = 3, 《0> G ) 在上半 虚轴右 沿点和左沿点 r = f 处的值。 
解：我们知道 I 


, f (之 + 1) (之 一1)0-2) 


z 










} 1. 


先求支 点 + 任作 一条简 单连续 
闭曲线 c , 使其不经过 -1， 0，1 
及2，并使其内区域含1,但不含 
- 1，0及2。 设 £ 1 是 C 7 上 一 1 点•取 
定 ^ 4 以 < 之 + 1 ) ， Ar^f Arg(z-l) 

及在这点的值 arg<q 
+1>， argC ^- l ) 及 

-2) (图 2.3) ,当 z 从之 i 
按反时针方向沿 C ； 连续变动一周 （图2, 3) 

时，通过连续变动， arg(A + l )， argq 及 arg (6-2) 汝 
有变化， arg ( q - l ) 增加了于是 w 在、的值躭从 



(^ 1 +1)(^ 1 "1)(^ 1 -2) 




"a 


■ j 1 


f_^A r ^ + I > r^z ^ +i r jt ^ - i j +artf ^ 


连续变动到 

之 1 

i_f a r tf Ci + I) -a r gz +a rg (z 
L i 1 i 


I 

T 


i> + a w + * r <z 




番 


因此 1 是函数 U > 的支点 > 同样可证明 - l , 0及2也是它的 

n 
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支点 ,任作一条简单 连续闭 曲线，使其内 区域含 - 1，（)，■ 1 
及2,可证明《是函数 w 的支点. 

因此 . 在复平面上沿实轴作割线 - 1«2 鈔 = rO ) 和沿 
虚轴作割线 ^>0( 〜 = 0 )， 如凹 （2. 3)，则茌所得区域 D 内， 
可把出分成解析分支* 

在之 =3 ,取 arg(z + ])=0 ， arg^- 0, argU- 1> = 0^ 

argU -2) =0* 于是在 /： •内， 了 分成三个解折 分支： 


IV 


0 + 1 ) 0 — 1 ) 0 - 2 ) f3 


■ 


去 [ a Taml)-ai ： 贫 z+firftdl) + arpf(z-2> + 无七™](為 

t? 

由假设 2 = 3 处，出>0，可见这一 分支是 


0，1，2) * 




W = 


(^+1)(^- l ) U -2) 13 

Z 


m 


(- 

I 


■ 


, ^■[气 r tf (z + i) -a r gz + 3n(5t-：n r e tJ ~ a) J 

(t - s /' ■-:， , 」；， ■:、 ■ ■ : 

在区緣内，如图 （2.4) ， .. 

当：从3沿曲 : 线〜连续变动到上半 
虚轴右沿点之时 ， argk + l ) 增加 

T.-Jrf* 增加了 .1 ， strg(z- 1) 

4 -^p- 

增加了$ argQ -2) 增加了 


I v 



3 JC 


(图2』 


n-arctg 


2* 


故在上半虚轴在沿点之处， arg(z + l ) 


It 

4 ? 


1 ■■ 3A . 





"h 


arg 之 =^ ， arg (之 一1) = ， argO - 2) 

A 4 

=it - arc tg - i -. 因此 ii ? 的所 i 求分支在上半虚轴右沿点 f 处 
的值是 

〆 

I 5^ 

* 、/ 2 * V" 5 

= ^20 ei{^ = ^/20^( _ rC Ctg ^). 

依上述同样的方法，可得在上半虚轴左沿点处， 



ft 

2 


3* 


— ^ i-arc tgl 



arg(£ + 1) = —^， arg &rgO — i> = 一$， 

2)= 〜 n — arc tg j • 

A 

因此 a ? 的所求分支在上半虚轴左沿点 f 处的值是 

■ ■ . ， ' 、 

^20 tgi ) 

= ^25 ^(~ 3，T ^^ Ee '0 - - S /20 e^ arC Cts +_ 


18, 找出下列推理的错误，罔为 （-4 a = d , 

所以 2 L «( - 之> = 2 Ln^ m 因此- 2>= L »^_* * 

一 " m * 此结; 琦误的.: .* i 

V = lw |^| 十 f<argi 十 2Aff )， L 

Ln (-= In 卜 z 丨 +>[ ar S ^+ 

, 显然，1>^与人《(- 2 )的值没有一个对应相等。推论的 
错误在于：由按对数函数的性质，固然可以推 

W 

出 2 = 1瓜 2 , 但 因而不能由此推出 J 

2 Ln (- £) =- 2 Z ^* 


H 
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第三章复变函数的积分 


1. 分別计算沿着 （ n 直线段 I <2>单位圆 （I 
的左半圆： （3) 单位圆的右半圆的下列积分 t 




解 i 如图 3.1 
( 1 ) 把从- 


( 1 ) 把从 - f 到 f 的直线方 

程写作之 

. 时 


| 之 1 = | f 


0<才<1时， 


d2 = idt m 


所以 


r (-otVf+rfi 

^ <■ ~^ -— 

it 1 - *. 

D 



躊 5. i . 

©3.1 


2>f^ dt 

Jo 


(2> 把单位圆的左半圆的方程写作 z 




<沒< 巧，则 c ? 


* VM 0， 而 
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所以 ie ^ d 9 = e ^ ^ = 2 i m 

J ^ b a • 

■ ■ 

i a 

I 

(3) 把单位画的右半画的方程写作% 
-^-<0<-|» 则心=1>"办，而 M = i _ 


所以 



ie l a d $ = e 19 



2.计算积分： 

I = j ^ Re ^ 心， 

在这里 L 分别表示：<1)单位圆（舉反时针 
方向从1到1取积分 ） I (2? 从童线段 

到之“ 

. 解 I ( 1 ) 如图 3. 2 ， 

令之= cosff + isin ^, O <0<2 ff , 

則 Rez = cos0 9 

dz ^= ( - sin^+i cos ^ Jd 0. 

H 2 * 图 3.2 

。 oos$( - sin^ + icos0)cf0 
= f (一 cosO sin 0 + i —— ) d $ 

la 么 

= r sin^ 0 广 

L 2 卞^卞 4 _ 
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(2) 设连接 A = A 〜 =^ 2 + i>z 两点的直钱段方 


程是 


^ ^ — z l ) t 9 ^1 * 


则 Res =文1+ (义 a — ^ 


所以 


'K 


Xi + — Xi ^ t (〜〜 z ]) c/i 




2 


r (-2 - aHa + a ). 


3, 设函数 / O ) 当 p -、丨>^〈00。<4吋是连续的 ■*■: 
令 M ( r ) 表示 丨 / O ) 丨在 A 丨上的最大值，并且 
假定， 


inirMC ^) = 0. 

* + «• 


试证明， 




7 ： k.- 


djs — 


1 


■■_ 

T 


在这里 1 是圆 k-^ol 




_ 


证 t .//(d 在丨 > r 0 内连姨 V Xk r 命半径 


P 


* 

_ 4 


积分 Jk / G 〉 心存在 * 


于是裉据积分的基本性质 （5) * 有 


k r 


f ( z、dz < M < r > .2灯=中 


而 


lim r M (^) - 0 > 故由上式即得 t 

r -»+» 


lim f , /(^) d ^= 0. 

；^>™ J " I 


4 .如果满足上题中条件的函数 /( d 还在 A I > r 0 内 


•p 




解析，那么对任何 K > r & ， 

y h 

^ = {)• 

证：任取 r lf r ， 使〜>厂>4>0,由假设可勿 / O ) 

在 k V ' 与 fc r 所围成的闭圆环域上解忻，故由多连通 K 域的 

1 , 

柯西定理 ，得： ^ 







/0)心_ 


令& 


，则由上题的结捩可得 


ikj^ d 


im 


/( r ) d ^=： 0 


1 


即对任何「>^，有 


众 /( 袖 = 0. 


5. 计算积分: 





1 ^ 


(剎用上题结果 ） ，显然 VQr=y 


> i 内解析，且在圆卜： 上有 


l / o>l 


Ail T 

II 






0<Af (r)0< lim rAf(r)^ lim 

r — ]L t - ►+» 

利用第 4 题的结采，即得》 




解法二（利用多连通区域的柯西定理和柯西公式），方 

程之*-1 ;0的根为 A = 1，=|\ 〜=一1, - *. 


如图 3. 3，取 r 使分别作出 

的互不相交的小圆 

=r 

s 

Gd ,2,3,4) ，都包含 
在 f = l =2 内， 

显然，在由 

UJ =2和 i ，2,3,4> 

为边界的闭区域上解析， 
故得； 






V 





k . 


1 ™ 2* 


代入⑴式，得 




6. 设 / G ) 及 〆 O Y 「: 单连通区域 D 内解析， a 及味 
是 £) 内两点，证明： 


0 fi ^9 f = fiz ^ giz^Y - 厂广 i ^ gi^dz 

a i » 1« 


(分部积分公式），在这里从 a 到 p 的积分是沿乃内连接 a 


及 P 的一条简单曲线取的. 


it£* V f ⑻ 及 ffO) 在单连通区域I?内解析， 


二 /(^) - 和 [/(O * & WV 也都在单连通域！>内: 

解析，直有： 

[/ U ) . gi^y =尸（2> _ 分(之）+/(之） * 〆 （之）， 

推据原函数求解析函数的积分公式和积分的性质，得： 


\p 


a 


所以 


|^尸（之） •穸 (之>心 + JV (之) * 〆 <之 ) dz 

= f:[/( 之） ■ gi2^>ydz-f(^ •" ( 之） 

-IV 


_ 


g f {z}d^ = /CO * 


fi 
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7* 讣 算枳分 、 

( 1 ) / — f -- - ■； ( 2 ) / = f 1 

Jc v ^ Jc 

在这 H 用 C 衣示哏 泣圆 C 按反吋针方向从 1 到 1 取积分）， 

而敁积函数分別戢为按下列条件决定的解析分枝： 

C 1 ) v /_ l =1 及 v /丁 = - i ； 

( 2 ) in 1 = 0 U 1 = 2 们 -_ h 

解： （！） 按条件 v / 1 -] 及所规定的积分路线，取如 
下的解析分枝： - 


■■ FI f 3 

二 — 2 — 其中 0 Org 2*<2 Jr , 

j 

在单位圆上，令。=—\ 0< f ；<2«. 

^ 1 j T f ch f ch f ie ] 

1 = k^T = J ,- = j 0 -T 

e l s 3 飞 



按条件％/了= -1 及所规定的积分路线，取如卞的解析 
-分枝： 

1 I 





a r z 十 z ^ 



其中 0 <arg 之 <2 开 _ 
■ 



在单位圆上，令% 0<^<2^ 


于是 
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I i a i h a ri 

2 - J ie z dO 

(2) 按条件丨 nl =0 及所规定的积分路线，取如下的 

解析 分枝： 

Inz - ln |^| + inrg ^ 7 i 〔-中 
在单位圆上，令 0< e <2 n 9 


于是 




n 2 d 


0'8)^ { 0 d() 


0e [ & d$ 




o 


0 



= 2 nt # 


按条件 lnl =2 d 及所 M 定的枳分路线， 


取如下的解析 


分枝： 

ln^r = la|zf + iarg ^ ^ 2^* ? 其中 0< arg ^<^2 ?t 
在单位圆上，令 2 = 0<0<2^, 


于是 I 




\H2d2 




C 


2 


0 


CiO + 2^0»^ i 9 d$ 


■ 


■*s 




= [^ 1 & iiQ - 1 ) + = 2 冗 *’* 


8_如果积分路线不经过点 ±“ 那么 i 

f 1 ■ j2r a + kn C/^0 t ±1 ， ±2 P .-.>• 

J • I + 之 4 

I 

证：设积分路线是依 : 正方向 环绕点 〖而不环绕点绕 

行一次的简单闭曲线(: i ，贝 L 

■ 



_ d ^_ 
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设积分路线是联正方向环烧点- 〖而 不环绕 （， 绕行一次 
的简单闭曲线，则： 



设积分路线是依正方向同时环绕点〖和点-次的简单 
闭曲线 C 3 ， 则： 



dz 

r + T a 



i- 


因此，如积分路线环绕点^戌点眩正方向或负 方向绕 
次时 • 积分赳应为而积分路线同时环绕点丨和点 
‘时，不谂绕行多少次，积分值总力零. 

设积分路线是连接0及1但不通过也不钚绕 ± t _ 简单的曲 





「二 arc tg ^ 




设积分路线是连接 o 及 1 但不通过土（的简单曲燊 r，Mr 
可看做是绕行这样的曲线 h 次；绕行 c 2 送样的 曲线心 
次, 绕行这样的曲线 h 次，然后再沿丫这样的曲线进行的 

路线， 因此： 

■ - d 之一 f dz , + f 

Jr 1 +， jc, TTI r+ \c z 1+〆 

次） 次） 

+ f ― 今 — + f 
J ^3 1 + J Y I + Z 2, 

( V 欠） 

- + k^Ck = 0 T ±1，±2， +")_ 

9 .证明： 
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Cl) j (a 」+ iy 2 )d^ I <2, C 为联 _ f 到：'的线段 


(2) iy^ydyl < Jt ? C 为右半单位则 | 之 | =1 ， 


C 


Rez>o 


(3) 


II 




<2, C ： 为联 f 到丨 + 1 的线段 


_ 


证 ：（了）在 C ： 上，2 = |>， 


1<夕<1，即丨外<1 


d^ = idy w 于是有 


If 


(- 






c 


< 


J* ^dy = 2 m 


(2) 在 C 上，令 2 = 一，■，则 


COS 0 ， 


sin 0 ? dy = cos 0 c?0 , 于是有 


+ty % )dy 




(cos 3 0 H- i sin a 0) cos 0 c?0 


< 


\ cos z Q + i sin 2 9 jj cos 0 |rf0 


< 


\Zcos 4 0 + sin 4 G ^0 




< 


cos 4 0 + 2sia 2 0cos ：i 0 + sin 4 0 
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二 L 


c o s 0 -h s i II 



■»* 


2 


% 


(3) 《 C 上，令 J = x + 0< 工 <1, 贝 U dz^dx 


于足有 


d 




dx 

cx + iy 

dx 





dx 


+ •> 
X + J " 


X 


1 


It 

2 


< 2 - 


10. 设 / U ) 在原点的邻域内连续。那么 

limf V(^ 1? >^0 = 2^/(0)* 

f ^0 Jo 

证：因 /( d 在原点的邻域内连续，故对任给的 fi >0, 
存在&>0，使当 U |<& 时，有： 

1/⑺- /(0)|< S . 

今取 r <&， z - re ie ^ 则由 M = =_ r <&， 可得 t 


tl ： Vc - 




■ I 

) c /0 - 2n/C0)|<r"|/<^ ifl )-/(0) IcfB 


<e| = 2^e. 


由于 e 是任意小的正数，故有 


limf / ( r ^ 1 fl )^9 = 2^ r /(0), 

l—Q J D 


11，计算积分 


i* 


(1) 


Z I 




dz 


C 2) 




羼 


dz 


z 


Z ^ 


1 
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解； （1) 由柯西公式，得 


dz 


7. I 


I I 7 I ° 1 


7-0 心二 


Jtl 


z * 0 


(2) 函数--/^在±7_2_ / 处 

^ 卞 J 


不解析，如图3 . 4,在 卜 I 


的 


内区域分 別以士 v /歹 f 为心作两个圆 c 


那么函数- 


2 


TT 在由^1 


A 和 Q 所围成的闭区域上解析，根据关 
于多连通区域的柯西定理 ，得： 





f dz 

i Uf-2 z 2 +2 
又由柯西公式，得 


C/2 


-二十 


十2 


f dz 

i C l + 


dz 
1 +2 





2ni 

V"2 


a- */T\ 


^2 


同理可得 t 


dz 


■ ■■国 ■ ■ ■ ■ ■ 

十 


& 


^2 


故由 C *) 式，得 




i r - 2 ^ 



_ 
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(3) 因 


2^+2 


在 M 




1:解卜斤，敁由柯界定坷，得 


d 




Z 




Z 


3 


+ 


(1) 由柯西公式 f 得 


Z 




i 


n 


zdz 

(2^ + 1) U "'2) 


2( 之一 2) 


dz 


I z 


n 


^ — 


2 


2 iti 


2 


II 




(卜 2) ^ 




5 




12 + 钲明 


z 


n , 2 


严 


n\ 


2 ^i 


c 


z n e z 


n\V 




番 


在这里 C 是围绕原点的一条简单闭曲线 


Z 


n 


证：若令 /( D = 则/(〔）在 S 平面上解析 

n f 

由解析函数的高阶导数公式，对于^ = 0,有 ： 1 ■ 


/ Cf ° (0> 




dt 


即 


1 ( 0 > 


If 一 

2injc n\ 

f dt 

2^:ijc nit* C 


这里 C 是一 条绕原点的简单闭曲线* 


( 


由设 f in ) a ) 




n 


nl 


故又有 


厂”⑻ 


(?) s 


nl 


(2 
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从而由 （ 1 ) 和 <2),得 


(畀) 




! 

/( 




瞥 

J C 7 J 


4 




3 L -^+7 t + l 


a 


I ™ 3 


C 


-d 


^/ r ( l +0. 


解：设 = 显然它沒:整个平而上解 

从而由柯西3式得 t 




2 tii 



+ 7^+1 



2 ^ti 


「/(:)• 


■ 


/( 之 ） = 2?tfX^>, 



— 

而 ^(1+0 =6(1+1)+7 = 13 d -6 J 



* 


/ r a + 0 =2^ tf (13 + 60 =2 冗 （— 6+ 130, 


14, 通过计箅 




4 


证_ 




P 


cos n 0d9 


2^t 5: :; <2^1)_ ^ n=z2h ^ 


2-4-6..(2 幻 


0 


当 p = 2 fe + l 日才_ 


证 t 设 he 1 


C 0<^<2 n ), Wit 


-々+ 





z 


1 


a 


( € \& + e - i^ nidd 


(g JF 

co^ n 0dB 


(1 


又由解析函数的高阶导数公式，得 





2 +■ 


d 


Z 




z 


2 


\ 




z 





〜 1)"] 


( 2 ) 


7 -Q 


由 （1 > 和 （2) 


tr 


a Jt 


Cos fl 0< / Q t - 

o Z 


2^ 


[(〆 


( 3 ) 


■ 


Y 




记 /(d =(i + 浐 > rt . 需要计諄 


/< n )(0) 


[c? + l) n ] 


fl 


MM 


V 


因力 




1 - 




fU ) 


之 2n +ci2 Srt _ 2 + …+ d 叫 r 卜 i 十 … + 


/ 

"1 


C 2 


当 n =2 k t 


it 


e an + ci^ 2n ' a 


n 


+ h- + C_ £ 之 11+1 +C L a 之 11 


+ ■ ■■十 C 


1 当 #i =2办 + 1 


(此处 A : 力自.然数 ）_. 它的展式的各项在2 = 0处的《阶导数 
除了 * ^ 


c 


/ J 


乂 ” n(n—l) ， .. （ n—fe+l) 


0 








外，均等于零，所以冇 


/<")(0> 


2^(2 為一 1) …（々 + 1) 


k \ 


0, 


nun = 2kf 
n = 2為 + 1_ 


把/ ( ”（0)代入 （3) ，则当 P 2 而时，得 


■ ■ ■ 古 4 1 





0 


CGS n Od 0 


2^(2^- !>-<fe + l) 


n 


(n) 


A 


孴 


2 ?t 


¥ 


(⑽ 1 


,2^(*1) 




而当 n = 2点 + 1 时，得 


cos^O^O = 0* 




1 


5 * 如果在 j ^ I < i 内， /( 2 ) 解析，弁且 j /(^) i^j ^j 


i£ 明： f in} (0>|<C« + l)f(l +^y<ein + iy \ 

Cn - 1，2,…）， 

iJi； 由于 ./OO 在 MI<1 内解析，取积分路线 CS 


2 


I 


n 


n 


，则由解析函数的高阶导数公式，得 


/⑴ （0) 


n 


/⑺ 


2^ti Jc ^ 


dz 


4 


从而由条件 |/U)|< r ： :并利用积分基本性质（5> 


得 


|/(”（0)| 


打1 





< 
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2打 


n 


2穴 t J c ^ 


(苧) 


dz 


* 2冗 


n 


n -\ r \ 


n + 1 


(n + l ) i ^± l ^ = (n + l ) i(l 




<e(n + l)j 


in = 1，2,…）. 


§§ 



16 , 证明：设 9 ( D 东一 $简单曲浅 C 上迕续.这甩 C 
不一定是的，那么芘不含 C 上的点的任何区域 /) 内，函数 




2 ^^ 




解析，并且冇任意阶3数 


0 t n> ㈡ 


巧 r 

ini J 


平 a) 


2ni J c <X _ 之 ) 




(« = 1， 2, …）， 


确定少 （ O 的积分称力柯西型积分，在这里即使 C 是閉 
的，沿 C 的积分也不一定是按反时针方向取的. 


证：用数学归纳法，证明 
(1)当/1 = 1时， (2) ■二 


z ^\ ut ^ y d ^ 


设2是 D 内任意取定的一点，^+力表示 D 内另一点，依 


定义，就是要 证明： 

lim - 

h-'O h 

取差的绝对值 * 

< Piz + h ) - cPO ) 


I 

1 f ^ P(t 

2 如 ■ Jc 7 l -2 


dt . 


h 


tmtu 


f W j 忒 


^n:JcU 



< P(OdC 


2 jii jc (匕一之 一 A ) (匕一 



^>(0 


2^i Jc ([— 之 ） a 


dt 


hfPiOdt 


2jit J c it - h) ft - 


2 


(I ) 


•/< p(d 在 c 上连续，/•■|中（5)丨<耻，: _ m ? yw > o > .表示曲 
线 C 到点3的距离（就是 c 上所_的点与点2的距离的最小 
值），于是对于 C 上的任意一点 C ， 只要取 G + A ， 使 | Aj < c / 





就冇 IC - 勾 >0 f , \ t - z ^ fi \> d , 丁圮冇 


1 f A<p(Onft ^ \h\ Mi v 0 v 

㈤ Jc _ ( V :': 加 ：: f ( 2) 

其屮 f 为曲线 C 的 

从而 (2> 式的右边随 h->o - T^W 式右边的积分 

也随 A —起趋于孓。结讼成立.从而少 0 在 
乃内解析. 


n M / 

^ 2-. 


2 ) 


(2) 假设 n = k 时，冇 




kl 


<P(t) 


2ni Jc it - 之 ） Jr + 




证明1二尺+ 1时，有 


U ) 

也就是要证明： 


Ck + 1)1 


9 CO 



C (C - 


1 ;+ £ 




lim 0 …（之十/ I )， 0 <^_(2) 

b^o h 


Ck 


^ + l>lf 

2ni J 


y(D 

c ( C-^) k 


2 


dt 


V ^ (k) <2> U) (^) 


2m J c k 

^ ilc^° h 


- fl ) 




a -3 k 


i yt 


一 2 ) 欠 4i 


• [( c - 之广 +( t —:> k ”（ 〔一 之一幻 + 



■ ■■ + 


十 a — 之一 


0 <k> (之 + Z ?) - 0 ( k> W iK 十 1) 1 


2 ^n 
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Jc T<D 


f 




r [( t -^) k + 


+ (〔 一 (CH) + … + (t 十 A) k ]- 


A + l 




2 


Vc 




» 


(t - a ) 欠 +i 

[( 〔一少 +i + (e —小 （ c - z - a ) + … + 


瞀 


+ <fe + l )(^^-/ f ) k+1 3 c/C (3) 

估计 （3) 式右端中被积函数的值.首先，和 rt = l 时一样， 
有 1< P ( D 丨<犯， \ t -^\> d , 其次，以原 

点力心作一个包含积分路线 C 及点 L z + A 的圆盘|2|<犮， 


码把分子中的 一 （右+ 1> * 卜 A ) t +1 拆成奋 U 个 
- 1 配到前面的6+1顼上去，从而估计分宇的 

值《 , ■■ 

|[( C - ^ 1 -( 匕一 Z — /*) 欠 + J + [(C — ^> k CC 

— (X - 之 - / 0 女 +1 ] +.-. + [( 〔 一 3 G 〜之 “/ 1 〉 6 二 ■ 

= fA| !CCC-^) k +<C-^) fc ' l Ct + 

I 

• 〈C — 之 一 A 〉+ … + — 之一方）>--】] + *-■ + 〈匕一怎 一 A〉x I 

^I^J [C^ + D +6+ … +l](2i?) )t = I h }(2/?> k 

因此， （3) 式右端中被积函数的绝对值不超过十 

1 2 c / s - +3 • ， 
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从而 （ 3) 式右端不超过 


h 

2 ;f 


M •川卜 种 2 }(卢鐵 2 里显然，它 


随 / r — 0而趋于零_从而得 


im 

h-tp 


0 ⑼ (r + A) - 0 ^ O) 


(奸 1)! 


2 jci 


k 


平 “) 这就是所要证明的. 


c CC - 


£ 


因此，有 


< p ( n) (^) 



r <PiO 

-a I ■ 

2^ii Jc it - z) n 


r 此 


(n = l ， 2, …） _ 


如果 /( d 在阼-、丨>^内解桥，并且 


limz 7( z > = ^, 那么对任何正数 r>r 

2 - 




在这里如是园 ~- h |= r ， 积分是按庋时针方向取的. 


4 <^ 


2江1‘，得: 


证*利用伙各： 

j 

■ , - ■ 

▲k 如 心-上 [⑽- T^;) dz 


2 jii j ^ 


r 之/⑺ - a —%/( 〆 ) 




0 


dz 


由 


liS ^/(2 )=j 得 lim / C 2) = 0, 从而得, 

z ^»« l - 




lim[z/(z> - ^ 0 /C^)] =0* 




59 ■=- 



— 




闪此，对仟给的5>0,存在 


时，有 ； 

f ^/(-> - a - - 

于是， 即: 
^>%+2|、 | 时 -有： 




〆 


R 


窗 3-5 



<士 * ^ 


I 

I 2^ 

( 之） — ^ af c^y 


f k " /( 抽一义 






a 


2jt 〆 


e 


故 


ini ■ 丄 ' 


» 

U f f ™ j4m 

J *■ r 


任意取定 r 使 r 〉!^， 则按多连通区域的柯西定理，有: 


/ 匕 ) 心 = Ju fi^de m 


令 r 1 


2 ni J k r 


，两迖取极限，得 * 


2 vT > 


1 k /，_ 


im 


f (2) 心 = A . 


18, 如果函数 /<>> 在简单闭曲线 C 的外哮域 D 内友 C ： 上 
每一点解析，且 | 〗卜 

■ H 

I 

lim /( r ) = o f 那么 . ，1、 

2-^* L ■… . > \ - :: 


? 4[ {da 

2itt Jc C 一 z 


-/(^>+a ( 当艺 ez? 时）， 


(当 ZGC 的内该域时) 
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这里沿 C 的积分是按反时 

证： 对 t - 任意取定的取充 f 
分大的正数 /? D ， 作圆周 ir R&: 

Uf 包含曲线 C 及点3，如图 n 

则愤假设条件翗/(4在(：与所庫 j 

的多连逋区域 (； 内及其边界上解析，根 
据柯瓯公式，得： 



/⑺ 


2 贫 i 


m d % 


其中 e - 与 c 反向 * 

fco 








G+ t — 之 




/U> + 


— ~ ■ 

^ iJK H 





设 



麻-❾则則【在 ㈦ 糾上解析， 


又 _,* lira/ 0 );a. /. HfntF(C) - iim- J A - ^ 

z — ， £ 一 穿 ^ _ F \ 

故根据第17翅证得的结果，对任何 /?>/?(>, 有：/ 

- 只 FOd ; 二 a ， 其中 iCu K 卜/? 

再由柯西定理有 


J ^ r< FCD^t 因此，由 （1) 

式得 f —八4 +1 

2 町 J c £ ~ ^ 

又若 sec 的内 ㉟ 域， 在石七 解柝，从而根据多连 







逋区域的柯西定理 ， m 


由 


si* ic n: ; 去 

<1 ) 和 （2) 即得求证的结果。 


c/C = a 


( 2 > 
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第四章级 


数 


. 设巳给复数序列彳6}，如眾 l 其屮 t 是 


ft— ► + 


_ fl 限 复数， 那么 】 im 


-^1 + 之 2 + “■ +^ n 


证法 


任给£>0 0 m 


,故存在正整数 


Htp 、 ， 使当”>^^时，有 I 


tl < 


从而 


H - he 


I 

£ 


i - &) + …+ 0心 —D C ^ N^l - &)+ … +( 之 n - D 


1 - t I + … + 


t 4 1 ^ ^ 1 



+ 


< 


i - CM -1-| 、 -1| + n- N i • 


< 


|^1 - U +“■ + |:N 厂 ： I 



对上述的 e >0, 总可找到 


n > n 19 使当 n>yv 时， 


ki-U 



* 4 ■ 


+ I - t I 




由此可知，当时，就有 


+^2 H - l"^M ： +^ 1 +1 H - l-^n 产 


t!<e 
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4 


lim ‘二 





2 



■ T 


+ 2 


4 


* 


n-M- 


证法 


lm z 


n 




■ 


设 二 〜0=1*2 , …〕，〔 =x + iy ， 


警 


n 


ira 于是有（参 


K 


It 


见吉沐大学编《数学分沂》中册 P . 16) 




rt 


n 


lim 


n 今 + do 


1+ … + 夕 


n 


n 


y * 


从而 


li 

d->+» 

lim 


之 i +^z H - 1 ■之 a 


n 


C^i +*>i) + (^ +〜） + … + O rt +i>\) 

■- -VI - U-I_u - 1 - ■ -- ■ ^国 

n 


im 上 L ±^ ■二 lim + … +J/ * 


n 


«» 


n 


+ 


ii 


x-\-iy 


o 


2, 证明任何有界的复数序列一定有一个收敛的子序 
列。 


证 j 设 h =《11 + 0^， <M (n = l ， 2 , …） 

因及 I 兄旭，故悻 j 和 { yd 都有界。 根据 
关于实 数列的致密性定理，可知有收敛于某 一常数 o 的 
子序列 i ^ nj , 相应地，在 = + 幼 - U , …〉 

中{>\/仍 存界， 因而 iy.J 也 有一收敛于某一常数6的子 

序列又在心^ = …）中， 
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ix . f 仍收敛于《，因此所设序列有一收敛于的子序 
K 1 

列 

3,扪果复数项级数£之 （1) 及 2 d (2) 绝对收 

n ■溘 h =1 

敛，并±1.它的和分别是 O ' 及那么级数 

if z ! i-\-zi 4- H + …+4 t 3 > 

A =3 1 

也绝对收敛，并 」 TL 它的相是 v 

证：作级数 （1) 和 （2) 的^有各项中各取一项的乘 
积，如 * 



/ 


ft 々爹，费 

t 9 ^8 f ^ 2 ^ 2f 



^ …，设按某种次序排列 < 4( A，s = l ，2 …）所成 

■ 

s 

的~ "个 数列为1出1，出》 * …，出 A ，…，其中出& = 之（ * , 

k k 

考虑级数 |uM + | i » a 丨+…+ |%| +…， 


设 d 为它的部分和： 5：= X ： i^kj - E 1^ 4 I 

k*l k m l it 


cr : = X j 十 II + … + I :“ ， 
ov = uri 十 十 … +wu 


因和绝对收敛，所以的和 av 均为有界， 

»■i ** x 
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而 

4… d 4丨 + |4 4 | +… + K 4 I 

1 ] 2 1 H n 

<(141 + !， 2 丨+…+ 1之 I ) * 

• (1:，0 + 丨41 +… + 141)1: aV , 

■. 

由此可 •知 3 也为冇 界，所以级数 £ m n 也绝对收敛， 

4 

从而由4 4 ( h ?= l ，2 …），桉照任何方式排列所构成的每 

I 

■ I 

数当然也毡括级数 ( S ) 都绝对收敛，并且部收敛于冏一和数 a 
为了要证明级数（ 3 )的和为 o '0' 考虑由卑瑕法排 
列所构成的级数，并加括号 如下： 

I P 

U 

I ■■ 

4+ C : 彳4+4 ^ i ) + 

，- _ ■ . ■ ■■，.■■ 

+ Oi 4+4 4+4 4+4 4+4々 + ■ + ■， (4) 

若记级婊<1)与 _ (2) 的部分轮为 oL ■和 cr % 焱数 （4> 

、 . \ - 1 \ 1 

■ 、， 、- _r ■ ■ 

的部分和为则有 』 n = cric ^, 于是 J 

I J 

lim A n - lirn(a£ a^) = lim <ji * lim o« - * 

fl — ► tr：, fl —n n — 

由以上讨论可知级数 （3) 的和是 a ' •、<. 

4，试证明： ^ 

1\ 设复平而点集五表示 E 域、闭区域或简輩曲线 • 

设八⑴ 芘 集方上连续（” =1，2, …八 并且级数 f ； 八(之> 


在丑上…致收敛于邶末 / U ) 在五上 连续， 

2%设 /„ Q ) 在简单曲线 C 上连续 （n = l , 2,…），并 




且级数 E 八 （ O 在 C 上一致收敛子/4)*那末 


if ( f rt ) t ^ = /⑺心 • 

… J c J c 


证： 1 M 壬 意取定 age , ^ 5,(5) - £ / k ^>. 由于 




在五上一致收敛 ¥/ o ). 故辩于4给可， i4 

h ■ J 

找到一个与2 _关，正整数当》>#“>， 
疮五时，有 \ f (^)- SA ^)\< I ， 対于这个确定的汉， 




y^- \ 


ri- 


(^), 


= & / h (^> 是有限多个在点〜 錄连 续函数 之和， 

1 '■ ■■■■■_ ^ - n / I \ 

- 1 r 1 ■ ■ 

因而它在 A 处也连呢以对名述— e >0 ，…必 、有&巧9,使 

■ 

当 时，不等式丨 Sn ( z ) — Sn (之。> j (2〉 

恒成立。 ， 

由 （1) 和 （2) 可知，当时， 

J / U 卜 /(^ o ) f<{j (^ 〜 Sn ⑵ 丨 + |知丨 + 


+ IS'nC^c^ -/t^o) 1 ^ + g + g -e* 

所以/⑷在 A 连续*由于、是五上任意一点 * 所以/切在 E 
上连续。 



2°. 记 = I ： /#>，由于 上一放 

k= I , " - 1 

收敛于/(2)， 所以任给^>0, 必有 = 使当《>况， 

时，丨/ (2) — Sk ( z > | < Ce ，从而 

| f ( z ) d , z ~ I ⑵心：二 

^ | [/ U ) - S »(^)} d ^ < e ， L ， 

其中 L 为曲线 C 的长度，于是有. 

f f(^}d£ ^ limt J / k U) 1 d^l 

= lim f 亡 f / s Uyd 艺]: £ Tp /«^)^. 

、 ■ 4 Lh ~J ft -1J ° ^ 

■■_■■" ■ 

^ - _ 

5. 试求下列幂级薮的收敛 半径： 


d ) 5 rv ^ 萁中 | g|<u 

n ■ 0 



mi 级数的系数 j = 2，…) 

， - …- ■ 一爲 n ! 

/* / = lim^fon] ~ /*J? = lr* -- _、 

C 3 ) f> p ?，K 中 P 是一正盔数 j 

n - (J 


— 68 — 


解：// = lim ^/ n p = lim in p )~^~ - lim ( n "" 


n -+o> 


ft 


n -^oo 


i ?- i . 

(4) £ [3+(- l) rt ] n ^ n t 

n ™ 1 

解： 二 m - lhn [3+( - ir ] 

n LiDG „ _h.r^r. 


4 * 


( 5 ) E ；；-!， 



lim 


n +o^ 


(打 + 1 )! 


lim 


n 


<«+i) 






a_^g^!2 〜（ a +ia-i)6(6 + l)h (b + n- 1> „」 

«!^(c + l) -■- (c + «-T) 之 + 


+ … （c + 卜 1) 

其屮 a ， 6， c 是复数，但 c 不是零或 负整数 




解 


lim °! 


fl 


a . 


Hm - (q + ff) ( A+ fl ) 
B + 1) (c + n) 


im 


(i+ «-> ( i +4-> 


… <i+i) (i + 妥 

« R 


1 ，二 i?= i. 


—m — 





6. 设在 !^ Ki ? 内解析的函数 / G ) 有泰勒 展式* 

■ 

= tf 0 + a 1 =+ a 2 P + …知 〆 + — • 

试证： <1) 令 A / O ) 丨 ） （0<0<2*>，我 



(柯两不等式）， 


在这里《 = 0，1，2，…，00<片. 

(2) 由 （ 1 ) 证明刘维尔定理。 

(3) 当 0< r < i ? 时， 






}f(re^)\^de- £ ja rt |V £ \ 

Jt-o 



其中 C | \ z \^ r < R , 在 C 上， 1/ ㈣ “）|< M ( r )， 
于是有< 



2 ^ri 


L 俾黑么_ 2 ” 


M(r) 

r" 



<2) 证法一（利用 （1) 中柯西不等式 ）• 

设 / U ) 在2平面上解析，则泰勒展式 

f (忑 ) + 

对于 e 平面上 每一点^ 都成 立，又因为 /U) 有界， 所以存 
在 常数财>0，使 |/ Q ) j < Af ， 于是由 （1) 中的柯冋不等 

M 

式，得 ) a tt |< (“ = 0，1，2…） 

因为 R 可以任意大，故当《>1时&令/?—+ «=，对上式两边 
取极限，即冇 111 <0，所以 h = 从而/(4 =4，即 
/ G ) 为常数。 






T 




证法 


在之平面任取七， h ， 阳以原点为心以大于 


丨与 I 心丨的为半径的圆 C ， 则由柯西公式可得 


/ o ) 


/⑵ 


1/⑻ -/ ⑻ 户-‘ L /^心 




2^i }c (^ - ^i) ~^ 


-f ( 2 )dz < 


^ \ ^ 丄 — 、 | M R 

右方 随及- ►，而趋于零，故/<心）=/(2 2 )，由〜，&的任 
意性，可知 f ⑻ 为常数。 

(3) 在圆盘 MI < J ? 内诈圆 C : r ; r …，其屮 

0<0<2^. 0< r < i ?, 丁-是 


f ⑶ 


!>〆 

ft M ^ 


£ w 

n - 0 


(1) 


f ^ H a 


w 

5： a 


e' ime 


(2) 


m *o 


/(^) 


/( 之 >/(>)= I：o 


" e i " tf 


n = 0 


— 


t m e ~ j m 


4 


+ 


闵为 （n ( 2 ) 两式右端的级数都绝对一缚!_，故 
可按任意规则相乘，乘积级数在0<0<2*上一致收敛，故 
可在此区间上逐项积分。注意到对应于 m =¥ n 昀胃 ■，胃积分都 
等于零，故夼 1 


( Z * 

」 f ( re ^ 


2 


de 


1 « r t ■ 


—vi_ 


7 • 证叨：如采 / ⑵ = £>^"在上绝对一致 

n *= 0 


收敛，在 IW<p 内收敛，其中 0 O 及 

n - J 

p <+ co , 邶么在|2丨<0”内， 

£ a n b ^^-\-\ fiOg ( 4I4 -- 

Ti-o 2 ^JJ j ； [ = 1 V C /i ^ 

1 

» 

讪： 由条件可知，在丨上绝对一致收敛, 

ti^O 

X -^ Uj<pr 时.在 Ul = r ± f |-|-|< P . 

故対于满足上 条件的确定的 a g ( f ) - £) k 


在上绝对一致收敛，故以上两级数的乘积在 It|=*r 
上可逐项积分，又注意到《年 A 时，对应的各项积分都等于 
零， 则有： ^ 



zhl 


£ a 乂 n £ bj ^ 

i - ft k- O V U 


k di 




90 ^2, v 穸女 

-r HI 

n -0 X -® L 
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f ： o n b n ^ 


n 


即在卜 l < P r 内，打 

8. 设 z 提任一复数，证明 \ e ：^ l \< e \^ 


⑽ （m • 


证： | n | = k 


〜 a 



+ 


< kf + 


匕 I 上 


21 


ir+ 


( i + h + 


M 


n 




¥ 


M 

31 


3 


+ 


* * * 


i z I 


… i 一 l 

i- kl + 


M 2 


+ 


: jjl(l+ 署 

< I 之 I (i +1 : 1 + 



31 

3! 


■ 卜 + ■ + 




+ 


* I * 


■ ■ 
2 ! 




+- 


M * 

31 



* * 




C2) 


由 （1 ) 和 <2) 即得：|¥-1丨<6卜 1 — 

9. 求下列解析函数或多悒函数的解析分枝在 z = 0 的 


泰勒展式 


——73 一^ 


i 




(1 ) sia ^； t2 (3 ) ^ z ) ^ 


(4)<2- W > (5) tgz (计算到沪的系数 K 


解 ： ⑴ sink 


1 — cqs2^ 


^fi(-l) 


2 -o 


(2 ^y 

(2n) I 


I ： 


1) 


n + 1 2 


^ ■ 1^2 Ji 


<2n) j 


，（卜 l <«). 


cos ^ 


[ e ^ 


i > ^ 


+ 


(l+i)z 


1! 



CL + i ” 夕 
21 



+ 4 ■ 


+ 




+ (☆ 


(l-i) i z 2 


+ (1 K + 

tit 


2 Bwflfl 


[aw)" + ( 卜 o"> 


( Ml <«) 


(3) 多值函数 Ln 


解析 分枝，取汽 


在 oO 的邻域$3^出单值 
时; gg 5 j ^ LOfig |15 个分枝，并且记作 


〜十？ 〜 则 




/ 2 1 ^ 

i Z+ 2 + - + n 


)•(: 


74 


0^ 






■ 






k(n ™ k ) 












C 5) 解法 一： 

(tg ^)^-0 = o, = Oi 

< tg W 2-0 = 1 ， « I = li 




76 





(tg^)z= 4 

= o f 

^2 : 

= Of 

iif 

(tg = 0 

= 2, 

a a ■ 

" 3 ! 

ro 

(tg ^)^- 0 


°4 = 

-0* 

<tg 屯 -ft 

n 

a B = 

2 

= 15, 


tg … + P + & + … （ H<f) 


解法二 


tg ^ = 


之 3 

■ --► - * M -9 

sin ^ 31 5! 

J »-■ ■ ■ _.|__ 

COS ^ -& 4 

f - —T- ■""F . * ■ 

21 41 

= z + 各？ + - 2 n + .• ■ 

3 15 


10* 设/<4兑一整函数，并且假宾存在着一个正整数 
"，以及两个正数开及 M ， 使得当10丑时， I/CO 
证明/ (4 是一个至多 n 次的多顼式或一常数 a 

■ 

• V /( O 是整函数，^ ，- :: 

■ 

* - f (之)^ ^ 0 + a 』 之 + tJj 之公 + ,+ . + Q 為之 k + ”，， 

由假定，存在芷整数《和两个正数/?及 M ， ，使当| 

时， \ f ( 2 ) KM \ z \\ 

任取作圆 0? t : I ^ Ru 于是 t 



/CD 

匕 


dL 


< 


2?t 


f 声 



76 




1*>«时， 令 兄一+比 ，有 上 1 ^ 

) 

从而 a A = 0， (k = n + 1 ^ " + 2，…）* 因此 

/ ⑶ =a 0 + a〆 + … + d B 2 n _ 

其中 n 是一正整数，这就表明， / CO 是 一 个至 多”沃 的多项 
式或一常数. 

11，求下列解析函数或多值函数的解析分枝在指定区域 


内的罗朗展式 


( 1 ) 


e 


Z 


Z { 2 2 + 1) 


< 2 ) 


■ 国 ^^ *■ ■ ■ ■ ^ ■■ 画 ■ ■ 

- 1) (^-3) 


< 3 ) 心 


2 H 


2 


<4) ^ 


i：+"i 


A 


在00丨<1_内 


在 1< M <3 内 




在0<一-^1 内 | 

I k 

J 

P 

1 ■■■ 

在2<|幻< + «内》 


< 5) 


Z 


- I- 

1 —— 在 0 <u + l 丨<1内，氣中0々：><1| 
*(1 + 2 ) 


C 6) 




•ri 


z 




芘 o < k -： u<i 及 o <| f + ijdrt . 


解 ； （n 在 o <4 i < t 内, 


e z — 


1 


(£ 

\ n~^o 




£ (D 

n-0 



H 







i + (-i) 

■ ■ j ■ I ■ ■ 

2 



-"1 

■■■ 

■■ ■■ 
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(2) 在 内， 








■v 






81 

242 ^ 




— 7,9 





3 夂 z 


f « + 1 ) -k 


)+ £ 

/ Hm 0 


n -f A 


s 




* 


(3) 在0<|之〜 lf < l 内 


sin 


z 


Sjtl 




^ - 1 


siti 1 • cos 


z 


cos 1 • sin - 


— 1 


It K Q 


(-l) a sin 1 
: <2fl)l(^-l) 


(一 l>"cos 


^ n 


(加 + 1 )!( 卜 1 > 


£ n 


J 



» ■ 


l) 2 " 1 sin 1 + 


, 、 ^-L i + ( 一 

C ' n £ -厂一 Si 」. ttK ^ ir 


I. 


(4) 在灸^丨判<+«内 ， e 


心 + ir . 


z_ 

"z +i 


e 1 ^ 2 



f ) 







而 l + c^ +i f 




M i + 1- 


R 


11 II 


2 . 



lTP 




+ (- 1) 


kl * 巧 + ■..+ 


II 












hci -… g 




3! 31 


Cl ^ r^ClK + … + (陽1)4〔 


i 


z 31 


3 J 


x+a 


n\ 


C i 2 丄 1 广 ■ a 

n ~ ^ ~T L - n + I 


- + C _ l ) jc n I - C T i +J ^ 1 |^ + 


C -3 

+ 2： 

k-o 


i)k 2 l?^ c 


n +欠 


)〕 


(5) 多傳函数 # 在 M + ： U <1 的 郭域内 可鋒由解析贫 

枝，取2=-1时，它为 er 。*】 的那一枝，并记 Jj [：^ 
0 <k + lj < l 内 （0< a < l ) 有 ^ ^ 


Wocr+eV 


C-1) 


I ± 


_ 


rr 二 a + o ] 


a " 


[1_(1+沖 


+ ( ;的(坏1 ) + 1 一 4 ^ ; n ( g + i> a 


L . (一 a ) ( — ci — l ) .” （一 a — n 卡 1) 


C 乏 - KlO fl 


€ 


rt * 


^+1 


a 0 +ae^ il (2 + l)+ a -^ +1 W~^ L >(e f V^> 

* I 〆 — 


2 


+ ":■+—+ +_0乎+ n ^ V _ e ，叫 . (之 +1)ft + …； 

M J 、 ^ 


®J 一 


e 




a 


之 + 1 1! 




C -a 




e 




a^a + 1) … （a + m — 1) 

n\ 

硿 -»«i + O (a + i) -i 


e 




fl > rtl O + l 广 i 十 


之 + 1 1! 


?( a + 1 丄 f (…”… +1) + 
21 


+ 


_ 

a(a + 1) … （a + n — 1) ^ 一 <(*+^] jt i + i) n_J + 


4 ■ ■ 


n 


■ 

z 


a * i 


oa 

rt »1 


a(o + l)-'io + n 



_ e - £ a 4 n ) 


n 


(6) 多值函数 Lm 在 | f - l |< l 内可分出解析函数分 
，取 Lnl = 0 那一分枝，并记此分校为 lass ， 则当 

0< U ， A <1 时， 「 」 



luz 
/ — 1 


£ 


ln[l + O , 1>] • 


屮 十学) 


2U-1) 


O — 1) … +! 


2 


■ 


J + 


(-1) 


n-i — 1). 


n 


+ 




n 


+ (o 




2 


+ 


C - l ) 


1) 


£ 


2 2 


+ -* + (-1> 


« (卜 l )* 1 


+ ■ + 


n 




士 


2 






C—1) 


卜 1 


a 


i ■ 


+ (一 1 >"<_^ £ 厂 1 广 m 气 — 了）" 

n n 


4 » 


X / 

I 

* I 

I 

J 、 


— 9S — 


n 



(- 1 ) 


1 , ^ , 2 (^- 1 ) S 


2 


(- 1 ) 


2 


1 


訾 4 ■ 


+ ( ^ l ) 


TI - 1) 


n 


2" 


■ ■ 


J 铲「令 (一1 欠）（之 - l) k 

2 ft -o LiM * + 1 一 ^ 




2 


« - Jc 




Ft 


J ft ， ） L It— & 


(- i)m ( z - i) n 




2 n 


啡 


多 值函数 Ln 2 在 |2 + l|<l 内可分出解 析函数分枝;，取 
LW - l ) 的那二分枝，并记此枝为 ln £， 则当 』 

0 <M + ll<l 时， 

lne 


- 




{ln( - l) + ln[l - ( 之 + 1>] 


- 2)(1 


之 一1 

了 


3 


「一. 


2 U +1) 


— (之 + 1) (之 + }) a ，一 




-含 U + D " 






2 


十 


U + l) n 


2 


H 


+ 4 


S 




+ 1 + ~^T (之 + 1) + …+(之 + 1〉 " - 1 + 


2 


P 


ft + 


(^+1) 




5 


_ 


2 


—■ -|-p ■ * * 


(^+1) 


4- P 




2 


{ wf ： 

C » - c 


(^ + D 


a 




r it 


2 n 


S L ,? 0 


(^+1) 




ic-fl a + U 2 ^- fc 



12 .问下刿各函数有那些孤立奇点 t 各癘于哪一神类型? 


之_ 1 




2 


sm 之一 sin a 


( a 为常数）； 


一 8 S ^ 



A J " I 1 

(4) ? (5) sin ^ . 

解： （1 )J = 0, ±2 i ■和 《= 是函数的孤立奇点，2 = 0是 
—阶极点， ±2( 都是二阶极点，$ = 是可去奇点. 

(2) :=抓0 = 0，±1, ±2 ? …）兒涵数的孤立奇点， 

是一阶极点，2 «是极点的极限点。 

(3) 的"阶孝点就是所给函数^阶极点. 
由三角函数的有戋性质可知它的岑 点是： 

^k z - (2k ^ 十 1) ?r — o 

(h ， ^0> 土 1， -■.) 

它在-^和^^的泰勒 W 式分別是： 

f 、 sincj ^ n 

cos g iz - r fei ) ——— Z kj ) 2 十…， 

:& 1 / 、 sina ^ ^ 

和 -cosaQ< ki ) - 21 } + : 

因此 ，” -i a = 々九±专时 ，二 ~ 相是 sin 2 〜 sill 。 的 
二阶零点，从而是所给函数的二阶极点 d a ^ k ^±^ Ef / 

A 

^ k i 和是 sin sin d 的简单零点，从而是所给函数 
的简单极点。 

是极点的极 限点。 '" ■ 

〈4) 之=1 足本性奇点，^ = 2 n«t (» = 0，±1, 土2,-“） 
是一阶极点,是极点的极限点. 

(5) 之=1 是本性奇点，之=«是可去奇点‘ 


— 8 ^ — 



13. 证明：在扩充复平面上只有一个一阶极点的解析函 
数 f ( z ) 必有下面的形式， 

广 … a 之 + fi ^ 

证： r ， 设有限点、是 / u > 的唯一的一阶极点，则 
/&>在0<卜〜4丨<_内苻如下罗朗 展式： 

f ( z 、： ?二^ + Co + C \(: — : a > — …+ C* n (: -、） rt + … 

( C ^ Oj 由于 / o ) 在 Z =武解祈，故 iim /(2> =』 

Z — 

为冇限数）从 而有： 

lim £ 〜= lim /( 之） — j 

rrt Lfl* 0 J !-►« L ^ ^ Q j 

(Cy^O)， 因此 /(d- S；; —在扩充复平面上解析且 

0 

有界，根据剡维尔定理， ( c: 为常数〉， 

于是 /0)= c + C - A - ^ Cg ±, Cg ^, i^,. ^o ) 曰 

之一 之_之{) , 

对-卢 Y =-心 - （Cy c: 0 )_l = - C - i ^ O . 

2 & 设2 =00是 / ( z ) 的一阶极点，则在 |zj<OC 内有如下 
罗朗展 式： 

/U) c 0 -_?_Y … … (c^O) 

由于 lim[/(z) ^ltm(c 0 + --- 1 +# + ■■■) ;c D ， 

i - -y* 2T 之 
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此处 h 为有限复数，故 - O 在扩充复平面上解析且 

■ 

有界，稂据 jai 錐尔定理，有 - 




賭遞 


Co 为常数)， 从而 


/(^) - c ^- hc ? _R a 衣- /?Y'= ^r#0. 


14八设函数 /( ■^往 ^ 


a 


解析，并 ._R 不恒等于一常数. 


试证^ 


是 /O) 的 m 阶零点的必要与充分条 件是: 


是 —7? 


的 m 阶极点。 


证： 必 要性： 设 ^ 煶 /oo 的爪阶零点，则 /o> 在 


^的—个邻域内有如下的级 数減式： 

H 心 ^C m (^-^ 0 ) m +C al+I (^-z 0 ) 


* -i » 


Cc m ^=0 )； 


设 90) = c m + c ^ t u ~ ^ 0 )+c 


(2-h) 戈 + 


則 在、 懈析，耳，<>■•) #0, ■ 予是有, 


， 7 o?T 

其中奴^) 


u ^ y^uy 


_必 ⑺ 

iz -2, y m - 



在 h 解析^ J 1 tf )(^)= tO . 投 在 


0 


的幕级数展式为 


\ 


分 ( 之 > = lKA)+lJ)(Z 0 )(2- + 


寸0^) 


f O fl > 


^ _ m j . 立- f _ r I _ 


由于屮 C 之 o ) 年 0 ， •‘• 


是的坊阶极点 


充分性：设 ■■的 m 阶极点，则 ~ y^y 
在4的某一个邻域内的罗朗展式为： 




郝 




c 


m 






Tit +' 


1 


(2 —2 0 ) 


in 


! H — = 





Ml 


J + c „ m+1 + - 0 


其中 C „ m ^ cO m 设屮 ( z )= c_ m + e 


m-h 


i C ^- + ■*、 


显然 TO ) 在 4 解柝， 旦屮 (4)#0 ? 于是 

/ O ) = O - q ) 1 、 土厂= 


其中峄0> 


9( 〆 ) 


. w 然 40) 在 z 。 也解析， 


% 


>^¥0. 


则咕 ( z ) 在 ^ 的每个邻域内冇郎下坤幂缉鞞展式; 


淖0) = 4 Oo | + 咕’（;。）（之 


之0〉+ 


略 4 * 


从而有 


v 


'‘ T 


由于+0。）~0，故 〆 是广 O ) 的 《 J 雜寶 

15. 设/(^及 i / O ) 满足下列释件 k 一： 

( 1 ) /(2>及在2•分別有 《* 阶及 n 所零與 | 

(2 ) /(之)及在之。分别有饥阶及■极 kl 

(3) / O ) 在4解折或有极点，在 A 有孤立本性奇 
点.试问： / u )+ pu )， yo )* 泣 (?） 及在2。5具有什!么 

性质？ , 

解， （1) 分别是 /(2 T ) 和夕 U > 的 m 阶及《阶零点， 

.*■ 在4的某个邻域内，有： 

/(之）。（之― V ^ fl )=¥0. 


■ 


H 




/ 




其中屮 


+ a(x) 


>都在 A 的某个邻域内解析. 


— jO - 2 0 广[屮 O ) + (z - 2 0 )"-"々（之）]， "> w ; 

当 n>m 时， <PC^o) + C^o-^o) rt ~ m ^C^o> ™^C^o>=V0i 


当 时， i | iC ^ o ) + 


广- 


^ K ^ o )=^ o , 


故 2。是 /O) + (z) 的 mh{w, n} 阶零点， 




当 


ft 时， / O ) + ff ( z ) =(卜， 0 广[乎 （2) + 1|)(之）]，在 


4有不低于》阶的零点. 

VC^)^K^o > : ¥0, 故之•是 /( 之)的 rt^-n 阶零点 


^ M 


* I ; 


錄 1 —.)rg 銳，親卜 


■■■ 


当《>»!时，夂龛它 fc n-m 阶零点, 

苎时，之。是它命 m - n 阶极点， 

命，2。是它的可去奇点. 


〆■ 


C 


4 



^ 2 % V r 0 分别 4/0) 及的 m 阶及》麻极点， 

^ U 的某个邻域内 ，有： " 


/W 




屮（2)， 9 Go )_0, 


-W 


tf C ^) ^ — j "™ - ^ ^^ ? 4(名0〉年0 

其中 90) 和 iKd 在的某个邻域内解析，由此可见 


4 










其中当 时，9(之。）+ Oo - =屮0。〉=¥0, 

当 n>m 时， ij )(^ & ) + C ^ 0 -^ 0 ) fl ' m < P (^ a ) =々0。）#0， 

故当 m 羊 n 时，、是 / O ) + f /( 2 ) 的咖4爪， 4 阶极点， 


当 m=n 时， /(2)+g(2)= ）的 |jP0) + ij)0) J 

是不高于 m 阶的极点或可去奇点 

I 

k j 

当 90 。〉+ 40 。）婪 0 时，是 m 阶极点， 

■ 

当？ 是低于的阶极辱瘆可去审点* 


, f < X > gCz 、 =-^_々广 + 、-卩0?)岭(2>， 




?><之 0 >小0^)_0，故之 0 是 /0 )，tf O ) 的 m + n 阶极点 


o 





-TO 


帝⑴， 《>«*» 




m^it 


i'dj * n < m 




故当 n > m 时， “是 tt - m 阶极点 


警 


当时，、是 m — ri 阶军点; 


当 n = m 时， h 足可去奇点 




(3> 设〜的解析点，则 

£ "* z o 

而 lim 存在苻限或无限的极限，因此， 

/00+汉0)， /0)*口0)和$-^-在心 也不存在有限或无 

限的极限，所以它们都以 A 为本性奇点 p 
设4是/00的 m 阶敁点，则有： 

如 = 7"d7y^p ⑺， 

其中* po ) 在、解昕且<?(、）#0.又由于、是 〆 勿的本性 
奇点，故可设： 


tfCO = £ 6 fl (s-z,) rt + £^^0-2。），' 

n ■ a n - i 

I 

I . 易见“是它的本性 奇点。 

1 . /UW ⑺， 



( Z - 之 0 >『 


i 7 C ^) 




f]bA 


Z ^ z 


c 


) rt 


m 


4 - fi 6 n ( 之 _ z p )-( n+m )， 
!(■ 1 


• g (^) 在点。的罗朗展式有无穷多个 fe 冪项， 

"C 卜〜 ） m 

从而是它的本性奇点，因此 

fuy - giz 、： 中（之 ）-> A 

(卜之 0 ) m 

以 h 为本性奇点. 

I 

— 9® —— 


4 





v 沒 o) 

置 _ ~ fczy 

V £ b n Cz - ^ 0 ) n + :11 + 

n & {] 


+ £ - 之。） 

H = 1 

人 Or-、） [ V(d 在、的罗朗展式中含有无穷多个负 
幂项，从而“显它的本性奇点，因此 

gO ) _ U -〜） D ) 

/(^) _ 

以、为本性奇点. 

16 ,设函数 / O) 在区域£>内解析，证明 .： 如果对某 一v 点 

之 d € D 有： 

f {tt} O。） = 0 ，《 = i ， 2，… t 

那末， /O) 在 /) 内为常数. -■ 

证： 已知 /G) 在 Z ) 内解析，则在。的一个含在 
刀内的邻域内有 t ^ 


» 




上: 


») 


m 




ft 


* 


又由于 / f n J = 0 (n = l ，2, …〉，从而在 

内有 /( ds /(〜>， 又根据解析函数唯一性定理，知在刀内 
恒有/<>>=/(〜>，即/0>在刀内为常数. 

17,问是否存在着满足下列条件，并且在原点解析的函 
数 /00? 


h- 


— 挝— 



⑴ / ( 2 m -1 )= ° 5 八- 2«-) 

(2) f(l) =-“r: 

(3) 八狀 -1 > = 八 2« ) = 2 n * 
在这里 《= 1，2,3,…， 


解： U ， 由丁十(«=1，2,…）都以零 

为聚点，由解析函数的唯一性定理， /(>)== 2 是在鼠 .卓解析 
并满 足/ a 2 \ ) 一 2 ^-的唯一函数》 ia 这函数不辨足牵:件 
/ C 2^ r > = 0 o ^ 1 , 2 , …〉. 因此在原点解析并满抵所给条 

I 

件的函数_存在. ir： 

以 2 = o 为聚点，又 


1 … ^ 

+ - 1 - 
n 

由解析函数的唯一性定理，/0) = 4^-是在原点_析并 
辨足所给条件的唯一函数. 

I 

<3> 由于和艾， 2 , ■•- >都叫碎 = m > 
为 寧点， 根据解析函数的唯一性定理，/0> = 2是:^魬点解 
析并满足 /(-&-) 的唯一函数，但这函数不满卑条件 
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/( I 因此在原点解析方满足所给条件的函数 

- 1 2 n 

不存在， 

r 

18* 函数 sia - — 的零点 l - j - 土 2,…） 

1 一 Z n^r 

■■ . 

所成的集有聚点1,但这函数不恒等于零，向这与解菥函数 
的唯一性是否相矛盾？ ■ 


解< 虽然 L … 在点集 

i — 2 


1 一 


#• - i 1» ±^, 


* * » 


上取值力零，且这点集有唯一的聚点1/ 但点 1穽不在 
‘ 的解矿「区域内；而根据解析函数的唯一性定，理， 


点集的聚点在函数的解析区域内时，才能由 _ 这点集上的值确 

. > 

定函数在整个解析 E 域内的值，因此，不 cM 等于 


零，+亨 解析® 数唯一性不矛盾，， 1 」 

19. 设区域 jDW 含有-段 壶柚，又设函 數 tK *, y ) + 

及 《 o , o >+ b (^ o ) 都在 d 内睜 求 〆 芦贫 内， 

+ iv ( x f yy = a ( z , 0) H - VvC ^ jO )." 

征 i 在区域 Z ) 内，令 /iOO t ，30+ b ( x ，： y ), 

p 

/,(^)^«(^ F 0)+iyC>,0). 对亍召内含有的一段实轴上的每 

—点 z = 有/! ( 幻 =/i (幻= u ( x ,0)+£ uO ,0), 故依解 

析函数的唯 t 性拜理知对于 zeD ，■ - t 

f 1 =八(之〉， 

即 u(w)+b(u) = u (2, 的 斗以（之， 0 )_ 

20. 见第矢 章习廒 



第五章留 


数 


1 . 试求下列解祈函数或多值函数的解析分枝在指定各 

■ 


点的 留数: 
(1 ) 




在2 = 



■ 



(2) Y 在《为盤数 J 

I — ^ 


C 3) 卢 ，，在 Ml ; 

丄 一 Z 

( 4 ) sin 」^- ， 在 

之 一 1 

解： C 1 ) 3 = ± 1■是 /(^) = 的二阶极点, 

i?es (/,0 = 11111-^-|"(^^ O 2 * . -f 2 

i m f ^ i 

- lim——. —— --^^r = -- , 

L , ) 2 ) 4 


i ? es (/, - O = lim — 

j 一叫 rf 之 


u + o 


£ 


« 


d 


/ 


2 


2 


l 1 上％以 (^ O a 


'i 

G 2 +1 ) S j 

* 

_ I 

4* 


— 94 — 





( 2 > 2 n 听是 / <^) 的一阶极点， 

1 — C 


<J ， 2 n ^0 = 




4 


( 3 ) z = 1 是 /O) 的一阶极点， 

1 — 


取八丁= — 1 的那个分枝时 ， iges (/, l ) ^1).' … 

_ _ —- 一 . 、一 — 、 

(4) 2 = 1 是 sinJ ^ 的本性 奇点， 又 stn^f 在 

Z _ 1 # 1 


J ? eS (/， l ) 



(1 -^> 


(取 /r 




y R^'^X 


^ = 1的邻域内的罗朗展式为 * 



2 m 函数的各解析.分枝在泛=±1各有谭样的 

孤立奇点？求它们在这些点的留数。 

解 t 在的邻域内'多值函 i：Lu 的各解 
析分枝为* 

I , - - ■ 

. 1 ■ 

f <L n ^>k= * n kl +t(arg5 + 2A5f), 、 

(A = 0, ±1, 土 2，”|| ar g i = 0). 



当 a = o 时， r = 1是的可去寄点; 

2 — 1 


美=±1,±2,…时，二=1足 。 之卜 的一'阶极点 

^ — 1 




i?es 


「 （ Lw ) 


k 




2 




〆 


lim (^ - 1) 

k，it 


In j ^ I +i(arg^+2^) 






2 


在 j = 一 1 的邻域 |^ + lf<l 内多值函数 inz 的各解析 


分枝为 


ih n ^k - l n f 叫 +* (arg - + 2^) (k = 0, ±1， 士 2, 


■ ■ ■ 


\ 


arg( — 1 ) 二 z 


1 足各解析分枝的一阶极点。 


J?es 


(_ L £^ 

-1 


1 i - 1 ini ( 之 +1) 


11 


+j (arg^+2^*) 


z 


3 


2 


(各 + 


3. 计算下列枳分 


H. 


(l ) 




(‘、 i )( z - 妒，其中 c 是卜 2 I =4 - 


< 2 ) 


e x dz 


c / iz 2 ™ 9) 


， 其中 c 是 mi = 1; 


< 3 ) 其中 C 是! 4= n{n = 1，2,3, …）, 


■c 


解 （1 ) / Or ) 


6' iyt — 在匕 =i 


内只冇二阶极点3 = 2，而 /? M (/，2) 


1. 于是由留数定 


- — 1 96 _ 



理得 


f 


仙 es</,2) 

( 2 ) /(d = 在 C : k 卜] 


2们\ 


内有二阶极点 


0. 


[ 


而 i ? es (/,0) = - 故由留数定理得: 

U 為=_ (/ ， 0 〉 = --卜 




( 3 ) = 在 C : 丨=«内包含有令—阶极 


点; 


2, 


3 

十 —— , 

_ 2 


]^^tg1C2 f ± --^ 


土 %二].而 


s in 冗万 

(^cos?r^) 


1 ic - 

~~ £T 


故由留数定理，得 


f 1 

tgixz dz ^ 2^ i * 2« ( - ' _ ^ 4^* * 

Jc n 

4, 设函数 / G > 在区域 r 0 < M <% 内解析， C 衷示 


ISJ kl 


(0< r o < r ). 我们把积分 


定义作为函数 / U ) 在无穷远点的留数，记作丑^(/，<^)’， 
在这里积分中的 c -表示积分是沿着 C 按顺时针方向取的。 

试证明 * 如果 a — 表示 / O ) 在 h < M |<+ oc 的罗朗展式 

^ 1 

中+的系数，那末 i ? es (八方）= ". 

证： 在扩充的复乎面上， 因为 /(幻在 ro <>|< oc 内解 

T %1— 


析，战是 /(3 的孤立奇点•设 Cl Ui (0< r o < r ) ? 
则在 r <| N < oc 内 /( z ) 有罗朗展式 


/(:)=£ a_ n :'' rt + « n ?_ 


IS = 


n -0 


由于它的右端的两个极数在（：上一致收敛，故可沿 


CT 逐项积分，而得 

J c 


dz 




a_ x * 


■ 


^es(/,oc) 


2 Mc /(2)d " 


a 


5. 试求下列函数在尤穷远点的留数 


1 


( O ^# (2) 


(3) 


(2 6 _1)(之_3) • 




=去[1+么 +( 士” 香+(吾>々:+0 


显然 a _ 1 = Oj * • 


i?es 





—时 





a . 试把关于留数的基本定理 l • l 转移到£?是扩充复 
平面上含无穷远点区域情形。 

解：定理设乃是复平面上含无穷远点的区域， 
其边界 c 是由有限条互不包含也互不相交的简单闭曲线 
<^1，…，组成的 ： c = … 

又设 / U ) 在 D 上除去孤立奇点…，〜及无穷远点外 
解析•则 . 


I 

■ L 

证:设 Q 是一彳、以原点为心的充分大的圆，使得 /(W 
的所有有限奇点心，〜，… ， z fl 以及边界 C 都在的内区域 
内，于是由留数萆本定理1 . 1,得： 

L c -/ (力 I ] /? es (/， q) fc 

it-1 


即丫 - j l =* X ] 

I 

又 ♦__ i?es (/ , oc) - Jcg-^ dz ^ _ 2^*'f 

C Q 




C 


2^i\ £_/?es(/,e k ) + /?es</ ， oc) 

、赶 -1 


v 


7. 证明： 如果 / O) 在复平面上除了有限个奇点外， 
在每一点解析，那末这函数在所有奇点上的留数（包括在无 
穷远点的留数）之和是零， 

用此结果计算积分 


一如一 



证： 以原点为心怍任意大圆 C , 使 / CO 的所有奇 
点 …， h C 除^外）都包豸在这个大圆 C 的内区域 
内，根据留数定理得： 

^ f fU)dz: Res(f，zJ • 

JQ n _ i 


又 £ irL -^ (p) ^ = ^ esC ^ ,oc)? 

而 [/ O ) 心 + ‘/ O ) 心 =()• 

J C J O 

s 

因此 I] i?es(/^ n ) +Res(/,cc) - 0 # 

ft * I 



~-100 —- 


Re 


r 








0 


_ 


2^i 





1)(^-~3> 


3 


242 * 


8, 求下列各积分 


2 


< 1 


dx 


C^ 2 +l) 


2 


解： 这一积分砧然收敛，函数 /(O 


2 


(? + i) 


在上半平面只有一个极点 

Res <J ， i ) = 


匕由题 1 ( 1 ) 知* 


.■p 


4 


作以 O 为圆心， r 为半径的圆盘，考虑这一圆盘在上半 
平而的部分，设其边界为 C \ (如图5, 1) , 


取 r > l ， 那么 


^包含在的内 


区域内，沿(^取 


a 


(? + i) a 


的积分， 


根据留数定理，有 


r 


x z dx 


(f + l) 





z 2 d^ 



图 3. 


* 


2,T)Res(/,0 ^2rJi-[ 

4 


2 * 


其中 r \ 表示 <^上的圆弧部分，沿它的积分是按幅角增加的 
方向取的. ， 

现在估计 （•） 式左迪第二个积分，我们有 


dz 



(? + ：lV 


< 


■ ■ I ■ 

(r^l) 


jir 




1«1 


因此 


Limf 

r - 





z 9 

2 + 1 ) 2 


喹 


在 


m 


式中令 


, 就得到 


X 


a 


( w+iy 


dx 


n 

2 


+ 


从而有 



+ W 


X 


1 


7t 


ix ^ iy dx= 4 


( 2 ) 


fZ ■ 

Jo 1 一 2 a 


d & 


2acos 0 + (i 




其中 0< a < l . 


解：由于0<0<1，被积函数的分母 

l-2o cos (?+a s = (1 - a) 2 +2^(1 一 cos 

在 0<$<2; r 内不为零，因而积分是有意义的. 

令之= fl ，则 cos 0 = -^ ( e 1 3 +^~ r = z +^ ——， 


dO 


dz 

* ■■ 

I ^ 


当 0 由 0 变到 2 jt 时， ^ 按反时针方向绕圆 


Cx_U \ = 1 —周，因此 


2. rf 


0 


dO 


- 2a cos $-^a z 


7 t 


1 1 - 2 a 


■ ■ u 

2 



a 


z 


i 2 




f_i iiz — G2 2 - a+o 2 -?) 

dz 




4 . 


z 


(1 — a ^) (z - o ') 


— 1^0 2 


* 





被积函数的两个极点 3 = 1 ^中，只有 3 = “在丨^| 
内，它是一阶极点，而 


Res * 


(I - ’ 






t (1 - O 


2 


因此由留数定理，得： 

「_ d0__ 

J a tl - 2 ocos$+a 


2 ji ( 


i ( l -^ 2 ) 


2 jt 

_ __ ■ ■■ 

1 - a 1 


(3) 




dx 


z 


sin jc 


，其中 a >0. 


d^c 


dx 


(1 + 2a) — cos2^ 


>1 (1 + 2 a ) - cos 0 


令之 =e 1 ，则 cos 0 




之=舌当 (9 由一 JT 变到 JT 


时 I 2依反时针方向绕圆 C : 

丄 r d$ - 

2 J-^ <1 +2a) - cosO 


周，从而有 


dz 


c 2 2 -2(20 + 1)^ 




__ 

c - a) - p) 


* 其中 a = (加 + l ) + v /6 a 


^9 = (2 o + l ) - v / (2 a + l ) 2 — 1是被积函数的一 1 阶极点，显 
然 a > l ， p<u 敁被积函数的两个极点屮只有 P 在 c 内，而 


T} £u c 上 ft = 丄 -_ _ 

L (r - /；?) ， P 」 _ a 4v^Li(a + 1) 


因此由留数定 理得: 


71 

^ 0 


dx 




+ sin 文 


■ 

■ 

t 

■ 


c ^)(^- / 3 ) 


2芘).( ’ 

f + » 

L - 




4\/ a(a +■ 1 ), 2 \/ a(u + 1^ 


x s l nx 


dxf 


解： 此积分显然收敛，取 r >0 我们有: 


f r x 3 in^tf 

Jo ? + 1 


dx 


K 


xC 0 iv - e ' ix ) 


2 H ^ 2 +1) 


dx 


2i 


r r 

J -r X 


1 x 


2 


dx 


函数 /(d 


2& 


在 y >0 上除去有一阶极点 z = 〖外， 


在其它每一点都解析，而 Res (/，0 


! ―丄 
+ 1)’ iz- 厂 2 e 


取 r > i > 作如图5,1中那样的区域，于是根据留数定理，有 


即 


L 

" 

J - r 


xe 


dx 


xe 


-djc 


Jr r 

Jr r 


ke l 2 


z 


£ 


dz 


2 jr*Res </,ol 


ze_ 

ZiT 




JTl 


104 


其中 r \ 的意 义 及沿它的枳分方向都同题 8 (1) 中所述 • 

取 6 i - 0 , fh = % = 2,那末在引 

^ +1 

■ 

理 3.1 中所设爷件 M 然码 A ， 从而 



在 C * *> 式中令+ 得: 





解：此积分显然收敛. 

解法 一 ： 取 e 及 h 使 r > e >(0， 有： : 



函数/<^= ^(^+ d 在^>0上除去育—阶极点 
和 3 = f 外， 在其它 每一点 都解析，而 


ResC/,0- 




^ = i 


—ioa — 


作如图 5.2 所示的区域， - H ■中 
>1,于是根纪•留数定理有：. 


£ 


+ 1) 


d 




十 1) 


-d 






m 


+ 1) 


dx + 


wt 


r 


l ) 


d 之 


〆 


27 zi Res 


u(:「+rp 




2 ni {~ ie ) 




) 


在这里沿 r , 及 r \ 的积分分别是按幅角减小及增加方向取 

的， 









dz 




Irl 


:- + Ao ) 心 


dz 



a 


Jp A ( z ) 心 


7ti + Jp h(z 、 dz. 


其中 AO 在 3 = 0 解折，因而在 
M , 于是尚 e 充分小时，有 f 


J P ki^^dz - 2 对啡 


o 的一个邻域内 iM 有上界 


-H 


因此有 



心； 0, 


应用引理3_1,知1 


+ 


F 




「r + 1) 


= 0,^( ^ ^ ) 


105 — 


式中，令0及 r — oc ， 结合 （*) 式可见: 





■ 



2 


吐+们 ■ 
V e 



= 10-^ 

解法二： 10^0 ; 

由书中 P , 117例 4* 


sin x x ^in x 

■ -■ 
^ - -— - 

x x z +l 



sinx 


x 


dx 


jt 

2 9 


又由 8 (4) 题 





Q 


A：sia x 

戈 a +i 


dx 


2 e m 


■ 

* V 



sin x 
xix z +1) 


dx = 



( 6 ) 




a a: 


(V +1) 2 


dx * 


觯法一*考虑多值函数 <2 Vl ，在复平面上取正实 

轴作割线得一个区域，在这一区域内，除去在所得 
区域内，这函数可以分成解析分枝，取在割线上沿取实俥的 

—枝，并且用/(2) = 表甲它 • 

. 把 /(d 沿着如图5_2所示的一条闭曲线 c ( r〆 〕 积分，在 
c ( r ， e ) 的内区域内， /0 只有一个二阶极点3 = “ 


且 ResC /,0 = lio ^- 

2 叫 02 


f In z 

v (z + *) 1 


\ 



根据留数定理，得; 


— j 吖一 



£ 


L > 


dx + 


IP 


dz 


,f i n I a ] -h 7 ? / ; f I ti - ; 

+ J “ C ^ + L >^ 心+]1'-(? +1 厂心 

= 2\ *R(/^») - 音 (1 _ 1). ( • 

考虑 c *) 式 内第二个和第四个积分，我们有 

Hr , ^ <r>1) 



In 


i^^y dz \ ^71^C0<C<1>. 



£ 


(卜 f ) 


故 


IL^Ir, d) 


dz - d 9 limp 

e 4 J 丄 e 


n ^ 


O 之 + 1 J 


dz 


再考虑 o ) 式内第三个积分， 


这积分经实数代换 Y 


t 后变力 


n 縛 


2 


dt 


于是， 在式内0郎 

得 t :彳 i 」' [ '■、 




3.5 


n x 


+ 1) 2 


dx +7 1 


+ 

Jo 


tfjc 

+ 1 V 


71 /KX \ \ 

2 W ^ V ^ 


但由书 中尸，]14 例2，已知 


«• 


D 


^/Jx JT 


+ 1 ) 


4”、 


故最后得 ， L 


4 . 


解法二： 考處多位函数 ， 取正 实轴作 割线， 

/ c ^) = i 表不在割线上沿取实值的那个分枝， 选 

取积分闭_线4「，幻（0<3<1/>1)如图5,3所示， f ⑷在 
幻内冇二阶极点 ±*_， IL . 



i^Jyl (i + o ^ 



&T a I -+ 4 ^ 

" ih ~ 


H e 5</, - 0 = iim 


d f (in 』） 


2 


dzK (z- i 


12 t— a i 
■ ■ ■ ■ ■ ■ 

16 


根据留数定理，得 ; 


即 


又 


r 


(In jc) 


2 


. ( x ^ +1) 


Z 


dx + 


m 


( ln ^) 



+ i ) 2 


dz + 


m 






_ 


Onz } 


2 




「 E " u 7 + iy 


dz 


2，t »[Res(/,0 + kesC/, - j)] 


2 iti 




4 ji 



-拉 

iT 一 


in 


12 vt 9it 2 i 

■ 

18 



上 ^ I 

+ 1 ) 


Z 


dx -^- ^ 



2 


¥ 


dx 

■ ■ ■ ■ 

(■?+ l ) 2 



( jr r 


r 


(1 n ^) 


e 


l) v 


+^ i 3 . ,,.(*■> 


im 



(In ，） 


1 


(2 2 +1) 2 


dz 


» 


i ⑽— 




1 



r/lp fry dz 


o , 


从而在 O ) 式中令 r —«, «->0 T 则有， 




ijri 


+ 1” 


dx + 4 ^ 


¥ 


A. 


<lx 

■ ■ S ■ _ ■ ■ 

-hl) a 


* 


比较虚部即得 t j 






In 


+ 1 ) 


<ix 


4 


(7) 其中 0< a <2 


> 在复平面上取正实轴作割 


解 （ 考虑多值函数 


线得一区域，在这区域里除去后所得区域内，这函数 
可分成解析分枝> 取在割线上沿取正实值的那枝，并用 

/(万)= 0 表 示它. 

把 f ⑻ 沿着如图 5*3 所示的闭曲线 o 积分， 
<0<£<1^>1>, f ( y > 在 c ( r ^) 内区域有两个一阶极点 

= ±1% 且 


Res</,i) ^ iim (之一 t.) 


八 ■ 

(之一 0(: + 1.) 


1 




Zi 


t 


Res(/ f - 0 = lim (之 + »■)? 







又在正实轴的下沿， ^ |2 ] i ^ w 裉埚留数定 
理，显然有： 


110 



[1 

Jr , i + y 


(1 — 


f t v i-a 
a ) l \ _ 

」J fl 1 


z 


dx + 


r o*- rt 

Jr r i + z 


2 


^ d 2 


dz = 2 ni [ i ? es (/ f 0 + i ? es (/ ? - 0] 




Cl 一 《) ft e ] 


又 


Ik 篇 




^ -d 


2 ^tr 


2 ^t , 


JrS 


g i -ff 

〆 心 Hi — ， 25te 


a -a 


2 tTj 


由于 0< a <2, 故得: 


Jidr r TT^ rf ^ 0j IT 




k 


- d ^ = Oj 


于是在 


式中令 r —« :，0，则有 


[iwo—m 心 


ne 


a > 


ll - e ^ 


- d ) ^ I 


_» Y I '4^ 

因此 LtW 


ne 


o ) ^ 1 j 


a > 


ne 


*) ii 


2 cos - 


(1 - a)it 

—~2 


2 sin -^~ 

2 


( 8 ) 


， 4 

0 


00 e aJC - e~ ax 


dx 9 其中 — n < a < it . 


— 111 一 


解： 此积分收敛，考虑 


函数 






/ U ) 


^ ?. 


™£ 




X 


并取积分路线 c 如图 5.4 
(OOS^C^) 因它在 c 的 
内区域解 f 斤，故依柯西定理有 


图5,4 


r - ^ r * 

f(x}dx + f(x)dx + f C > :十 十 

J - ■ J ^ J a 


/O+Oofjc 十 f 




〖 n 办 


+ iy)dy 


r j ■ ■ 

+ f /( - f f /0)c/: -h /(^)^ = 0( 

J i ^ J ^ ^ / 


由 


s e ax 
a e^-e-^ 


-dx ^ J 


a _-d 

e e^ x - e 一其 


心，得 


( J :: O 咖 心， 


a:; 


e / 


)"欠 


+ i)dx 


-L 




e” 一 e'^ x 


: dx 


_ 


x | t f f (.^ + iy ) dy \<,- ^ 

I J o I e ^ - 

j t f /( - a + J »^ y |<- a 

J J o ( e ^ - e 




f a 


(E a 


( 


— 112 — 




\ c j ^- \ cLL- +h ^) d 


f - 


£ 


2 tt 


+ ^(>?) dz 


& a 



k{^)dz ， 


£ 


其屮 AU ) ⑴ AU ) 分别在点 o 和点卩 的充分小的邻域内廨析. 




a > a 


(ji — a 


都 M 于0; 


当 e—o 时， fe hi^dzm f 軏: T ) 心都趋于 Q ， 因此在 

J 0 ■广 1 i : 


式中令 e ->0 ， a 


oc 时得 


r 


e ax ~ e 


e nx - e x 


■ 

a x f«| pfl 

sxdx + e ^ \ oe ， 




dx - 


0, 


即 （1 + cos a + i' si 


、r w 

叫 of 


a * 


萬 M 


dx 


1 sin d [ + (1 - cos a'), 

2 2 


比较虚部得 


1423 - 


s i na 








n e nx — e … 


dx 


2 


(1 - cos fl), 




因此 


a 3f ^一 a 名 


^ - e , 

—— u X 

41 C — t 




(9) 


1；^ 


X 


^ - e' 71 




解： 此积分显然收敛 


c 


考虑 foo 


2 

- s _ 1 ■ 

^" E - e … 



1 



X 


Z = 0 是 / o ) 的可去奇点，从而 
适当朴充/(0)的定义后， f ⑻ 


I 


(图 5.5) 


在如图 5 _ 5 所示的闭矩形上解柝.根据柯西定理得 


f (x}d.x + a 


士 


4 


/(r + iy^ciy 


1^( 


x 


1 

2 


\dx 




类似于題 8 (8) 有 


y)dy - 0 ( 


女 


lim f I ^ /(r + iy^dy 

j -► +wk ) . 


0, 


1 i [II 


m 


0 




士 


/( 一 


iy)dy 


又 


1 ： /( 


X 
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e 


IT X 


一 e 




dx 



h 


由书中 


e 


bu 


it 


— dn = 

+ u ^innb 


知 


fil jt r 

lim I 

t —P f «J " 3 jr 


e 


dt 


it 丄 

■^r^n h 


e 


sui 


it 

2 


JT 


_ 


从而 


! i n + J 二心 4 卜 !• 


因此在 （* )式屮令 r — > + 


k- 


，则有 { 


X 


^ e nx 


i 叫 


4 


乂由于 


X 

〆 ’一 e 二心 


是偶函數 ， i 


故得]。？ 


-V 


x 


- e 


S 





——116 
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r 1 — COS-V 




现 / i : 求 （来 式中第二个积分当 《 时 的极限 


* I 


r 


< 


nr 


_•_ lim [厂 
r _+» J I i 


d2 


0； 


又依引理 3.1 


Hmf e， 

r J i x ^ 




故 lim 


Ir/ 


- 


dz 


* 


再求 3 G ->0 时 f「 l 的释限 。当 时卜 


1 - 


■ 


2 t 3! 


ft ( 备)， 


其中 ft (2) 在 z = 0 解析 D 


故 


lr e 


dz 





dz 


(「/ ⑺心 


it + |p 


由于 = 0 解肝，故在 z = 0的一个邻域内 b [ ft (-?)|< M , 


于是当 e 充分小时， 



h ( 2 } dz < M ^ e , 


e 


从而 


lim f „ hMds ^ O , 于是在 <* •) 式中令 e — 0, 

t— 0 J 1 t 


r —QC 得 t 
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pi 

J a 






故由 （幻式 得： 0: f - 


解法二：考虑 m 数 / c ^) 




sm z 

~^3~~ 


积分路径仍如图 


5,2所示，由干在砑凼 的昆域 J ： 解柝，故由柯西定理得 


1：^ 


- e lx dx 


sihl 『 z 


«■ 


r r 2 


ds 


SI El 


^dx 


f sin 

Jr\ 7 


I z 


dz ^ Q m 


! (*) 


又 


SltlJC 


d^c + 




r 


s in jr 


dx 


me e { x - e~ l x 


■ f r slnjc e { 

- 



dx 


类似于解法一，有 


im 


s l n z 



dz i 


lim 


i \ r I ~~^ z ^ dz=i °* 


i 写求当 eHf , 


S ill ^ 


4 E 2 


的极限 


当之尹 0 时 


sim 




31 


— 118 — 


5! 


— 1 — p ■ ■ 



d - 卜卑) 2 



z 


A 


4 


其中在 ^ = o 解折，故类似于解法一，有 


Jim 1„ S1 ^^ tz 


£4 D 


r e ^ 


£ 


dz 


M 


7 U 


十是在 (*) 式中今 e — 0 ， r 


， 则得 


2 f A ¥ 


三 d 


X — HI 


， . 0 + 


( 11 ) 


KSTi 一 V 

cos.v ' e 




x 


dx * 


解：考虑 ; e - ， 0 是 / o ) 的可去奇点， 

从而适当补充 /( o ) 的定义后，/(4在全平而解折，选择如 
图 5.6 所示的积分围钱，则由柯西定理，得： 


r 


^ e~ K 


dx 


X 




■ ■ 


€ 


z 


S 


dz 


^ e -y _ e -ly 


y 




* 


考虑 <*> 式中第一个和第三个 



积分之和 


£ 




W - e' x 


x 


dx 


° ^- y -e- iy , 

j 1 ■ . ■ ■ ― 一 ^^— ■ — ft (r 

r V " 


图 5.6 


2 



- e 


X 


0 


X 


dx 
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再佔计第二个积分 ： 

利用引理 3,r 即得 llm f ^ dz = 0. 

1. -tm J 1 1 ^ 

再作代换并利用引现3,1，得； : 

11 m f e dz - \ im f „ e 1 dz L = 

1—00 J 丄 、 ^ v - ►■=0 J J 1 / ^ ^ 

其屮和 r r 失 r 虚轴对称。 1 

. ? 

于是在 （*): 武巾令卜成 ， 则有 r cosx - e ~\ i ^^ o m 

J 0 X 

( 12) \1 1^ ' 其中整数 ' 

解+ 發 时，积分收敛。取积分围线如图 5.7 所示 




由此有: 



\r r dx 

/j 0 i+^ n 








，而 "->2, 



故在 O ) 式中令则有 

s 



解：考虑多值函数取正实轴作割线，用 

^ 一丄 

I 

表示在割线上沿取实值（即在正矣轴上 

I 

沿 argir = 0) 的那个分枝，选取积分围线亡(及， *), 


一施— 


r^" 


如图 5,8 所示， 


{：0<6,^<-, 


2 


冇极入! 





R >1) 的内区域内 
ii ues (/， -1)- 


lim [O + 1 )/ ⑺] 


It 


3 


2 


， 在刺线 


卜 jYU = i ./ U > 的可去奇点，此外 
/ O ) 再无其它奇点。根据留数定理，得 t 


| f(x)dx + +|^ f (x、dx 



阄 5. 



c 


R 


/(^)Jx+| c fCz)dz = 


= 2ir ； Res (/ ? - 1) = n s i (•) 

又当之，时， 闪为 在正艾轴下沿 argz = 2 n ，； 
in 2 = 2 W + X ( e ，）， 其中 k < y )^0， 当 〆 —0 时，于是， 

注意到在 0% ，上， 之=〜办 


，故有 


e 


lim f /(:) 心=1 

f +tl J ^ j J 


tn 


( lnz ) 


2 


0 jq , O — i ) C ^+ I > 




•Sf 


lim 


e 



[2 W + )] 2 




■ 

—dO = 2 n ^ i ^ 


故由 （*> 式得: 


p \n z x 

J A、I 


dx - 


F 


e 


AT £ — 1 



Cg 


+ 


^ c ^fWdz-n^i 


(* * ) , 


4 


暑 


m 



又易知 


广广 

I im /(z)c/ 之 = 0， lim /( 之 >[/z 

fi -m, ^ C 


» 


故在 (# *) 式中， 令 s — O , 得 


n 3 t - 4^t2 


J o 


^ dx - n^i m 


- 1 


因此 


h^x r n 

^ . dx -- 


( 11 ) 


r i 

I 

I 

» — l 


— 4 . 

dx 

__ J ■ ■ ■ ■ m 

^ (1 - aO (1 +^) 2 


•4 


解』考虑多信函数 #7(*0 。显然它有 


CX ： 


枝点和31-1，而 2 = ^不是枝点，故在_乎面上取线 
段 C ™1， 1〕为割线，得一 区域. 在此 区域内 ，：可 Jil 把 tfOO 
分成解析分枝.取在割线的上沿为正值那 '4， 此时 规定在 
割线上沿取 arg(l +- r ) ; 0 ， argo - ^ ™ 0, . 

作闭围线如图 5.9 所示， 其中匕和 _ 

r \, 分别是以-].和1力圆心， e 为半径 广 r r 

的圆， r r 是以0为圆心， r 力半径的 { \ 


圆，在这里 0< s < O ， r >2, 

如阍 5.9, 当^从上沿沿 r s/ 按顺时 
针方向转到下沿时 ， argCl - 4减少2^ 
arg ( l + e ) 不变.因此 pO ) 的幅角增加 

- 2 f , 故在割线的下沿： 



rt f 


图5,9 


ffCx ) 


ci + x) T 4 


—⑻— 


根据柯卩 M 定理，得 



dx 

^7 o + 




(*) 


其中沿 r £ 及沿1\,的钔分是按顺时计方向取的。沿 r \ 的积分 
足按反时针方向取的. 


又 



d : 

ff(:) 


e 

<2 Jte 3 , 



<2 n « s . 


所以0时* h 述两个钔分都趋于零.故在 （*> 式中, 
令 s >0， 得： 




l-e 3 



3/ 




现在计箅 


dx 

(1 - (1 + x ^ 


2 









(* # ) 





由于之 


足的一阶零点,故其留数为 


Z 


〜 Um 汉 &) • 于足 M 然有 J 





tfO ) 


一 2m. 1 im 

X +A° 


X 

ffM 



现在来求 £700 在正实轴上^ >1 处的表达式，由于在割 
线!>1，1]的上沿， ar g a ^ jtf ) = arg ( l +^)^0, 故在 
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M 




处， arg ( l -; o 二 w ， argXl +/) = 0， 从而 


c / O ) 


J 

: 'J 


(1 - x ) (1 + \e 


a r ^ ^ ^ x ) + S a v ^ C 

3 


x 




JT 



^ (l - x)(_l ^ x^)e 


4 


彝 


m 


_ 


r 


ff 。） 


d 


2^/ 1 im 




A 


J ： 


gM 


— 2 jrie 3 


: r 是屮（穿 ■ +) am 


dx 

— x )( l + x ) 2 


JT 


一 2 


2 JT 

1 一 e 3 


7 T 

v 3 


(15) 


dx 

I ■ ■ — ■ 

1 O —2)\/l 




a 


解： 考虑多值函数 f / O ) = U -2)^1-^. 存复平面上 
取线段 [-1,1] 作为割线，得一区域_在此 E 域内；可以把 
分成解析分枝 • 取在割线上沿 v /1 -P 1正值的那枝， 
可规定狂 rg(l - %> = 0， arg(l +%) = 0, ' 

散仏分围线如图 5 . 9 所示， ae 从上沿沿 r \, 按顺时针方 
向转到下沿时， arg ( l - z ) 减少 2 jt , arg ( l +0 不变，因此 
ffO ) 的幅角增加故在割线的下沿 


j?(^) = (^ - 2) \/l -We 


n 


- <%-2)/1-% 2 . 


根据留数定理，得 



* dx 

■ ■ ■ ■ ■ ■ ■ , 
+ ff (-^ — 2)v^I — jf 


r- ^ ^ 

+ j :_. 


dx 


■J-S- 


(x — 2)^1 — x z 


22 & 一 




r 


e 


r 





dz 
£/ ⑺ 




c # 


■ 


\iu 


K cs r 




O) 


]im 


J ^ 2 \ - 1 -2 


2 


JT 


3 ^ 


2 


3 


— c 


clx 


e 


dx 




{ v — 2 、、/ ] 一 


A ： 




1 - e 


— (mi 


X 


£ 


■ft- 


2 


dx 


i + ^ 


(x - 2)v/j - .r 


i 


■ 


因此，在 （*) 式中，令 e — o , 得 


2 



即 



dx 

(x - 2)、/1 二 P 

dx 


i(~! 

W 


3 


, 


JT 


(X 〜 V’l 


A 


2 


3 


( 16 ) 




c 


V 7 " 1 +2 + 2 


2 


，其中被积函数是有关多值函 


数的任一解析分枝，并且积分是沿圆14 =2按反时针方向取 

的* 


解：令 / U ) = (1 + 3 + ^厂 2_ ，在 k 丨 <2内， /O) 有两 


个枝点6， 



2 


2 


2 


3 乂作割线连结这两枝点，如图 5. 10 


在割线的外部 "r 以取解析分枝，庄 



时，若取 


ar s( l 卜^)-」0的那一解析分枝，则有 


—126 -- 


Res (/ 严） 


1 im 


t 


邐 


/⑻ 心 




2 jii • 



在欠 : >2 时，若取 a 「 g(l - x ^ x l ) - 2,t 

的那-解析分枝，则依同样方法，灯 


J^/(^ )cV-> ^ - i t 
9 * uil\] f 

J iJ 




Jx 





~o~* 


证明 


图 5.10 


J U 


ros r £ dr — 


r sin 

Jo 


v ^2^ 

4 


(2) e^ 2, cos. t 2hxdx e~ h ^ r 其中 A 〉 0* 

J tl 2 


证 


考虑 f z 2 ，収威分围线如 l ?:5.11 所示，由柯西定 


理得: 


(L 


4 

t j 趴/ 




(*) 


已知 



1 im [%] 

f { +™J 0 


dx 




Aif ^ x 


图 5.11 


其次令 a <&<^ 


m% 

则 f = f %-^ 2 ( CO … + 1 川 ” ” ie l ⑽ 

R Jo 
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■ 


" £4 

^ l - 

J R Jo 


2 


C 0 




作 变换 2 0 


一屮， Ulil 




jv " 2 


a J ? 


平 d<p 


4 R 

■•. lim 


a - e ~ p£ >. 


| r . 


d ^： - 0 * 


最后，设 z 在 /?0 上变动，令，则 


7Z 

cos + 

4 


i n ^ ) 

h A / 



2 r, ^ 


'• \ 


30 



- \y j 1 

r II c ^ 


1 




dr 


(cos r 2 一 i sin r^^dr. 


故在 （*> 式屮， 今只 ―，则有 



cos r dr 


- 心 ; 

J H 3 


n r z dr 


即 


cos 


1 dr - i\ sin dr - v/ ^ T (] - i) 4 

Jo 4 


比较两端的实部 fff 虚部，得 
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\ cos r dr - s sin r dr ~ - • 

J & J D 4 

(2) 考虑 /0) = e _/2 ， 取如图 5*12 所示的矩形的边 
思作为枳分围线，根据柯四定埋，得* 

f 民 n r-R ^ 

1 e~ x dx + I e~ (^ +h 1 ^ cfx + 

J-R Ji 

十 (I +|? = 0* ( * ) 

1 1 



f-R 2 2 £ 

故 lim e- z dz^ -e h e- x e^^ ix dx, 

另外在线段 h 和 h 上， (0<^< A ). 

x 

=厂（/_/><0、_^<：将：^换为它的最大值*). 
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io .试 证： 在定理5 a 的条件下，如果90>在闭区域£>上 
解 f 斤， 1 pX - L<Xi *〜，■■.、及卢】，点^分別是 / o ) 在乃内化 
寧点 fn 极点， 而其阶数分別是… L 及乙，“… I 那 
么： ■ 

-[ 90) ^TF Z \~ Z] ^p'PC^lO - £/ q<P(^q). 

2m J c f{z) p-i <i-i 

证 i . 由于 《 i > 为 / G ) 的 b 阶零点，故/0)在％&邻 g 内 
可写成 ' 

/(^) = C^- a P ) kp • O) ，（ £?(a p ) 寺 0, 级 O) 解折 ） • 


从而 


彻 ％ XX 



g ’ O ) 


s ，其中 


( ap ) ★ 0, 


ff ⑷ 


在^的邻域内解柝.故点 a p 是函数 


的一阶极点， 

fe E ： 9(^), 


显然在％的留数等于 
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其次， 由于 队为 /( W 的 h 阶阪 点，故在 A 的邻域 A ， 


有: 


/⑴ 


o - g 


(叩（/?■!)_()， WO ) 解析） 


从而 平 ⑵ -- f ; ㈡ 




9 U ) 




L 卜 J 3 





■% 


=1 


W (之） 


，其中 


W (A > _ 0, Hf — 在 A 的邻域内解析，故点 h 是函数 

9 CO ^的一阶败点，显 M 留数等于- “9( Ai )_ 于是 
根据留数定理，枵： 


2*1 




= xn ^ B ^ p ( a p ) ™ jh ,«】匕/ ii 炉 ( p <4)* 

p - 1 q - 1 

11,应用懦歇定理，求下列方程在 kl < i 内根的个数： 

( 1 ) 之 8 — 4 i B +/ - 1 = 0 ; 

( 2 ) ^ 4 -5^ + 1^0 i 

(3) 2 = 在这里 9 U ) 在上解析，并旦 

1^)1 <u 

解 ( 1 ) 令 / O ) = - 4之 e ， — 1，在 |^ J =1 

上， |/^) i >]4^| - U 8 1 -3 ? UU )|<2, 故所给方程在 
|^|<1内根的个数々方程 /CO =0在|^|<1内根的个数 
相同。而4-43 =2 5 (/-4) = 0在|^<1内冇五个根. 
U = 0 是五重根），故原方程在14<1内宵五个根* 

( 2 ) 令 / O ) = - 5之，没 O ) =2 4 - 1，在 1之 | = 1 上， 
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1/(0 1 =5, | ff C ^) S <2, 敁所给方程在 kl < l 内报的个数 
与 / U ) - 0 fh >|<1内根的个数相同.而 / U ) " 0在 kl<l 

内 M #—个根，故原方程&丨4 < 1内有一个根. 

(3) 令 = a 则 ( r : kj=i 上， |/ o )1= i 5 
而呤 0)1 <1,故方程 2 = 90) Lj 方程 /( O 二0 & I ^ J <1 
内育相 RM 、 数妁 裉*从而 2 = 90) 在 UI <1 内冇_ •个根 • 
u “ 试用 歇定浬证明代数基本定理：每一个《次多项 
式都 1 Y 〃个" ::点 ， 

证：设多项式为 

F'iz) = a 0 + + a ft . L ^ n_1 +a n 2 rt ， K>0* 

a n ^0， 及 / O ) 

汉 (z) ^a 0 +a : 2 + -- +h 广 i • 

首先， / u ) 有 《 个零点，以原点为心， 及>1 为半径的 
圆，作为瞌歇定理中的闭围线 c ，则在 c 上： 

I / O ) I 二 \ o „\ R n . 

<(|a D | + I +，.• + |a rt q Di ? 11 - 1 ， 

取见使 i ?>- |a - + | Ql j a + j " + ^ n ~ l1 ， 则在 c 上有 

| ffU )|<|/0) 丨，所以由 f 需歇定理，知尸 0)3/00+^ Kf ) 
有个零点. 
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第六章保形映照 


I . 如忠单叶解祈函数 to = /( d 把2平而上可求而积的 
区域 D 映照成如平面上的区域 D* t 证叨 ZT 的而积是 

i S I /' (^) I z dxdy 0 

c 

证： */ / o ) 是单叶解柝函数， •_. 尸（2) 今 0， 

从而[厂（01#0 CZGD ), c — i ? 条件 ，得： 


i 

a(¥) 

du 

du 

dy 


dx 

3^ 

产 ■ ■ 

dy 

d(.x,y)" 

dv 

8^ 



8u 

■■ 

dx 

dy 


dy 

dx 


=( 吾 H 晋 )、㈣ 

于是按二重积分的变量替换公式，可得 d •的而积 


A- \\dttdv- 1 1 费 ; 竞-办心 1 g I /’ O ) 丨 z dxdy a 

D * D ? 

■ 

2. 如果函数 / CO 在可求面积的区域 D 内单叶解析，并 
且满足条件 i / u ) 丨<1，证明 ， nir 

D 

^ 证： 设 u ? = /0) 将 z 平面上区域 D 映照成平面上的区 
域 2 T , 由于|出|<1，故的面积因此由上题知： 
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\S\f / C^) I 

v 

3 + 如, T : 函数 / O ) 在 7 = o 解析， It - JL , 尸 （0)^0， 证 
GH /( O 在 ^ 0 的一个邻城内单叶. 

证法不妨假定/(0)=0 (如 /(0) 二〜 而^_0，可 
々 F ( Z 、， 十足尸满足题中所设条忭， II FC ^) 
和 / CO 同卩卜 R 符成同时不具济单叶 ft ：>^ 因广 （0) 年0，故 
之= 0足/0)的一阶零点，由岑点的孤立性，必可找到一个 
以2= 0为心以 P 力半径的冏 C , 其内区域为(?，使得在圆 C 上 
/ O ) #0,在闭区域& h / (乃解析，在 G 内 /( 幻除 2 = 0外无其 
它零点。用⑺衷示1/00 1在 c L 的下确界，显然 m >0。 

因 / O ) 在2 = 0连续，且/(0) = 0，故存在 〆 ，使当 
kl < p " fl'h 有丨/0)丨0，选取〆 <mfn〈p，P f ), 则在 
D t 丨勾 < P W 上， l / OM < m , 

我们来证明^=/(2)在 D 内单叶，令江= / CD )， 任取 

必有出！ 二 / Oi )， aGD , I 出！ 则在圆 C 上， 

I / u ) I 丨，而 fw -叫和 / O ) 都在闭区域 巧上解 

析，故由儒歇定理，在 G 内 / CO - 出^和 / U ) 的零点个数 
相同.因而在 U 内只有一个零点也就是说， 
对于每「一个 eiN 有唯一的〜 ei ? 与其对应，所以《>= / u ) 
在！>: Pl < p 〃内单叶。 

证法二 s ’••/( 匀在2 = 0解析，且不妨假设 /( o ) = o , 

1 

人在 J^l<^ 内有 /W- f ： O n 2% 

A - 1 


R 尸 0) 二 SMyh 1 在 140 内绝对收敛，因此当 0<p<r 

rt •* I 
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时， f] P rt ' J = ]«i I + :、] P 卜 1 收 d 

n = 1 n = Z 

又 •/ 尸（0)年 o , 人1年0, T - 足存在充分小的 Po > o . 
使打 S + Jp 广 1 < hl , ^ 

n ^ 2 

从而对千在 i ^ I < p 。内任怠两个不同的办 q 和〜， 均打 

J /(^)-/ Uz)l - | t ^( < -K )| 




即 /(A) 却 /(A)， 故 /CO 在 2 = 0 的一个邻域 |2|<p。 内单叶 _ 
4_如果 YCO 在区域 o 内解析，不为常数， A 没冇零 
與，征明 I/COI 不可能在公内达到最小值 6 , 、. 

ri 、严 

■ 

证：由于 /CO 在/>内解析，且无零点， 故 gC 宏 ） = 1 
在区域£>内解析，假定 j/CO 丨在区域£?内达到最小值，则 


9 W 



在区域£?内必达到最大值，因此由最大模 


原 理，〆 ^)在乃内恒为常数，从而/( 2 ) = *^-在乃内也 m 为 
常数，这与已知条件矛盾，因此 I/U) 丨在 D 内不可能达到最 


小良 


H 


— x^ — 


5* 设 / Q ) 在 上 解析，在圆丨 4 上有 
\/(^\> rn , ff - R }/ CO ) \< m f 其屮 a 及 w 都婭打限正数，征 

W \ / OO 在 kio 内至少 A _ —零点。 

证 s 反法，假定 / U ) 在[匀 O 内无零点，由于/(匀 
在上解析，故 1/0)1 在其上 连续， 从而丨 / o ) i 在其 
上可达到饺小衍，又由丁■在阼卜 a 上 i /( d |> m ，而 
7(0)10，战 /&) 不为常数 il 1/0) 丨在1^0内达到最 
小值，但这3 4题结果矛盾/因此 / U ) 在 IdO 内至少有 
—个零点。 

6 .设在1勾<1内， /(幻解析， M - R !/(々<1,但 

/ Co ) =0,其中丨勾 <1* 证明=在[勻<1内，有不等式 

■ 

\ 2- a 

jl - az 


证； 考虑函数仿 = 穸0) = — 它在卜 |<i 内解析， 

1- az 

把 Pl < l 保形映照力|如|<1，且9(幻= 0，其反函数 

在 | 叫<1内解析，把 | 糾<1映照成 k 丨<!，且 
有考虑 | 叫<1内的复合函数扒《>)5/[申<(«>)：|， 
它是解柝的，并且， FCO ) 三/[中- 1 “）]。/^^:。，当 

JoH < I 吋， \ FCtv ) \ - ; I / U ) 丨 <1，由希瓦尔 

兹引理，可知！ F («0 丨<1糾，从而 I / O ) 丨 

1 — CtZ | 

U 应用希瓦尔兹引瑪，证明：把 k 丨<1变为 f 出|<1， 
且把 a 变为0的双方单值保形映照一定冇下列形状 




tD = e ] 



l- az 



这里 0 是贪常数， a 是满足丨 a 的复常数。 

证：设所求的满足条件的映照为 /(?) 作映照 

= ⑴ 1) 屮/\ : U 7(2) 可知，它将 >1<1 双 

1 — a2 

方单值保形映照力1叫 <1- J . i . ^(^) = 0, 因此 ^的逆映 
z ^< p -\ ov )^\ iv \ 保形 f^i < iXjI ~^ 

'^ 1 ^ T = Fiiv ) - / r ^' 1 Cw ) L 它将 1 叫 <1 双方单値保形 
地映照成 1 U <1， 且 F (0) = 0> 故由希瓦尔兹引理可知， 

当|扣|<1时 ，有： ■ 

丨厂(出)卜<1叫 ( 1 ) 

又 《? = _ F<o 将丨〔|<1双方单值保形地映照 
为1出1<1, . a ^'^ o ) = o , 故由希瓦尔兹引理可知， 

当 IU <1 时，冇 IF - 1 。） 丨 < RI , 于是，相应地， 

当|叫<1时，有 ， 

| 叫 <| F («0 丨 — C 2) 

由 （ 1 ) 和 （2) 得：当 M <1 时，- ] F 肿）丨= \ w \. 从而 

由希瓦尔兹引理得 = e lfl 出，换为变量 A 即得 

-■ ■ 

"■ ■ ■ 

/<2)=以^£^它就是所求的映照。 

1 ^ az 

8. 试作保形 映照： 

C 1 ) 把带形区域 ^<3^<27 t 映照成上半平而； 

(2) 把去掉上半虚轴的复平囟映照成上半平面， 

解； C1) ， 


— 187 — 



图 6 . 1 

故叫 〆 1 ■: 即为所:只 Q ■ 

C2 ) 下 ㈣ 巾 & 改成 心 ：_e V 心号 <argz<^ +2.IJ 



图 L 2 


^ w-e 4, (\/ T ) o 即为所求，典中 （ vi )。 

取当 z = l 时 Cv " 丁）。 = 1 的邵一枝。 

9* 函数 （£> = / 及 z ^\/ w 分别把 x ^ c lf y = q 及 
ll = Ca ， u = c d 映照成^平丽及奶平而上的什么曲线？这里 
W 及 V 是 ty 的实部及虚部， c ls c a ， 心及〜是实 常数， 

解： w-u-^tv-ix + ?» 1 = x 2 - y 2 + 2ixy 

I 

L ' 

A u = x z - T ™ 2 xy m 」 

从而 W 2^1\ v ^^ 4 c\iu - cj ) ? c , 钟 i 

= C i - Ah | 

" U <0， U = 0， C : = 0, 
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取 h -0 时 A - t ’ 那一枝 



10, 试作保形映照： 

- ( 1 ) 把双仙线1两枝之间的区域映照成上半 
平而； 

(?) 把抛物线 < = 4 (w + l ) 左方的区城映 M 成上半平而， 

解： .(1 ) 见 F 1 6*3 ^_ 

故 u >-~- - i (-; f 2 - + 1 ) 即为所求 s 

(2 ) 兕图 6.4* 



图 6.4 


故 z = f-it 即为所求 （0<argu?<2?O * 

13/. 试把圆盘4|<1保形映照成半平面 rm « C >0, 并 
RWM -1, 1, f 映照成（1)00，0 7 1* 或（2)-1，0，1_ 

解 ： k ^ + 1 JE 1 ^0| 一 1 — 色单 fe Iffl 

周映照成实轴 a 又按1来选择大，则必把 Id <1映照为 
lmw>0 由 得“-“ 故 w = 即力所求 # 

(2) ‘__(-1 ， 1， A 0 = <-1, 0, iv, 1) + 

. 之 + 1 •* + 1 一 出 + 1 ■ 1 + 1 

"2- 1,7^1 = — u? ^ ^^ * _ 

由此得出-(2*、 l)r + C2i+ 1) ，此即为所求。 

12. 试把 Tmz >0 保形映照成 Inu^>0， 并且把点 
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C 1 ) -1, 0, lj ^ (2) 的，0， 1 映照成0，1，欠拳 

解： （1) V (- 1,0, 之 ，1) = (0， l ，《?， cc ) 


«• 


+ 1 , 1 + 1 


_ 


U > 


* 


由此得 


+ i 


, 此即为所求 < 


( 2 ) 


一朴1 

: (oc,0, 之， 1) = (0 ， l ， W ， oc). 


■ 


* 


W — 1 


tv 


I 


-此即为所求， 


13. 试作一单叶解析函数 扣=/(4 把 | M <1 映照 


成 I 叫<1，并且使/(0) 


2 


，尸（0)>0, 


解：设 w = /0) 


1 


CJ « I <1>, 将 M <1 


映照成 |wj<l, 由 /(0 )=~|■得 -ae 1 ^ 

又 •故由厂 C 0 )>0, 

\L G 2J 

n ^ i 9 a - | o | s )> o * 但已知 j … < i ， 故 e^u 

I 

从而卜 0，因此，-+，故瓜即为所求. 


14. 证明^及^是美于圆 j f -；^ 卜\ 

(0<^=¥1) 的对称点. ' 

参见书 P * 146例， 

ii 法二，令 z = = x n + iy nf ( u = a ，2) 

I 


圆方程 



(0<6女1)得, 






) +卜 


^1 —Py 

U 


1 



代入， 


I 
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A) a + ( 夕」 -夕」1 £ ] 
一 一 （llT 一 


I 之 ~ I = P ， Jt >] J z o = 






=h 一 




所以, Ui-^ol - 卜 （ 1 — 〜-^卜二 〆 • 

因此 ^ 和 a 是关于圆 

卜 之1 一 ^ kxo < k ^ l ) 的对 你点， 

i ^- 2 ：i I 

15. 在圆盘 MI <1 中除去买轴1:的半闭区间 H ， l ) 
得一区域，试把这一区域保形映照成圆盘1出1<1_ 














图6,5,(图中的、/ _ 1 < 1应为\/ - 1 = 0 


故 W 匕 


C: 2 +1 ) 2 - (之 a - 1) 1 

C -^2 + 1) ^ + (^2 - l)j 


即为所求，其中々 




I . G . 试怍屎形映廂： 

⑴把 ㈤ <1展的公共部分映照成 I 扣 KU 
(2^ 把扇形 0<Arg2<> (<2;i) ， |^J<1 

映照成 J ^[<1; 

(3) 把圆环 0< a <|^|<6 卜余去实轴上的区间（〜 
而捋的 [> (.域映照成 \ U >\< l f 

(4) 把圖=2及 k - 1丨=1所夹的区域映照成 

(5> 把圆丨^ <1映照成带形0<><1，并把 - i , M 映 
照成 OC ,』 OC , 

解 （ 1 ) 



靖座： 图 6 *ti 

^3 ^ 1 4那一枝 


4 

■ - 
- ■■ 

故出= 



即为所求， 


其中6 = 



— M5~ 




(2) 见图 6* 7 





jr - 


2 




t 





即为所求<> 


(3) 见第七章解答。 

( 4 ) 见图6,8 


故出； 



即 为所來。 



在以正实轴作割线的区图 6. 9上图一排中式子改为 

域内分成的解析分枝中，点 zfl 

1上沿取 lal = 0 的分枝 z — 1 

I 

综合得容易验证它把 ― 1 、 h 


一 ： Ufi — 





I •变为 I ， 〖，故它即为所求的保形映照。 

17 (第 四章第20 题）设 D 是一 有界区域，其边界为简单 
曲线 C . 设函数 / O ) 在闭 K 域 D 上解析，并 _ EL 不恒等于一 
常数. 试证: 如架 j / Q )| 在 C 上是常数，那么 f ⑺在 D 
内至少有一零点. 

证：用反证法 . 假设 / G ) 在 I ?内没有零点，又由条件 
容易推卩 /( z ) 在 D 内不为常数 . 于是根据最大模原理和第 
四题的结果可知 I / O ) f 不能在£>内达最大值和最小值， 

另一方面，因@/(=)在闭区域万 ■上 解析，所以 i / o )[ 
在万上连续，故在万上必可达到最大值和最 小值. 

由此吋见， \ iu )\ 必在边界 c 上达到最&值和最小值. 
但 1/ G ) 丨在 C 上是常数，从而|/^>|在百上也为常数， 
与题设矛盾，因此 /($) 在 D 内至少有一零点。 
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第七章解析开拓 

1. 证明对称原理的推广 
拘广到任意 K 线 

设 D 是在2平而上位 T 直线 L 某一边的区域，其边界是 
—分段光滑简单闭曲线，其中有一段是人上一•个线段 /( 不 
包含端点 ） 。 设函数 F = 在£>1)/连续，在 D 内解 

析，而 = 在#平面的某一直线 h 上。考虑与区 

域乃关于 L 为对称的 K 域 D *， 并旦把函数 = 的定 

义扩充到 £»** 如果，并与3是关于£ 
对称的，那么/(，）与 / Q ) 是关于的对祢魚。在这些 
条件下，在 LTU / 上是解析的。 

证法一：设之=时+ 6将 L 变为 Z 平面上的实轴，细 p 域 
D 和 £»* 分别映照力和乃，映照为八，而/^在实轴上 P 乳 

■ v ' 

认和 认•关于实轴对称，它的逆映照 一 4则梅 

\ - 

D ：, 分別映照为£>、 L >* 和 /. (见图 7. 1) 

同样地，有《^ = «*> + 4将1^变力妒平面上以实抽，此时 
区域<?和 <?* 分别峽照为 a mGr . j 映照为/，而八在实轴 

上，且和 c ?， 关于实轴对称。它的逆楚 

ffi , 和夂分别映照为 G^^l J . . [ ，: 

考虑复合函数妒 w/(f - = /?</)，它是认上 






I 

_.p ， . 

的解坪函数，.在 XUJ / i 上满足对称原風的所有‘件，因此 
它可弁拓到关 于 / i 对称的 ik 域 iv 上去，成为斤 
上的解拆函数， zeDt , 时，名 fnz •关于实 

轴哼，:， FU ) 、 F ( Z *> 羌〒 y 平而上的实褊对 ，，当 

之€/?*时，对应的 $(= 拉 + 若补充规走 、 

/ '• \ 

fi^=^F (. a 2 + b )- ^ 7 则/(之)在 D * U £* U / 上解析，且 

V 1 V r 

■ ■ 

^ 当>氐1}_ ，彳希 ，关于4对称时，/.(，）和 / O ) 关于 

7 m 

仏对称。'由于变换 h - f 把乃” /”仍*映照倒乃，/， 
D % 可知复合函数妒= F (. a 2 + by I \ JD m 

上解折，因此出=工一5 — 士 jc / O + rfl - iU / Cs ). 

G G C 、 J C 

在 DU ， U / 上解沂 ， 
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证法二：作变换之=似+ 6，它将/变为 Z 平面土的实 

轴。将/变为厂，而 / d £ Z 平面的实轴上，将区域0和0|分 

别变为关于 Z 平而上实轴对称的1>|和而关于^对称的 

点 Z 和 W 分别变_为之平而上关于实轴对称的点 Z 和 

作 W = + A 它将 Li 变为，平而上的实轴，将/变 

为/ i 而/ i 在妒平面的实轴上，又由于 w = / 在 D 内及/上 

所 fT 点的集合上连续，在 D 内解析，可知 

■ 

Lf U " 

在内及/』上所有点的集合上满足本章定理 i.i 的条件，因 
此妒= 0 az ) 的定义域能 r 充到乃，上> 


11 "l^czy, a zen^ C1) 

并 n . 它在 d , UDi * U / i 上是解析的，它将 z 平面上关于实轴 
对称的点 z 和2变为酽平面上关于实轴对称的 ^ ivmWo 我 
们把 U ) 仍记作阶 

变换 （ 1 ) 妤过 W = C + d 的逆变换亙及变 

C ■£? 

+ 换之二似+ 6，行 , 


I 

L 




<t> (a^ + by 


d 



( 2 > 

I 


芎把/变为/,把关于 i 对祢的 。和 #变成关于乙 t 的对称 
并且它在 ^ U ^* U / 上解析。 

变换 ( 2 > W ' 



/( 之）， 




托 D ，. ( S ) 
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闼此 = 的定义域能根据 （3) 扩充到/?*，旦扩充定义后 

满足结论中所述的各条件。 

在上面的推广中，苦将直线 L, h 改为圆周时，上述 
证明中若将 Z 二似+ &和 FT = 改为分式线性变换 

2 = ^ I Tl1 ’ = $二二它们分别将蹰周 i 和九！变 

力 Z 平面和 W 平面上的实轴，则知最后结论不变。 

2. 设函数叫=/(之）在 Im 之 >0卜.单叶解析，弁且把 

Ini 2>0 保形映照成丨叫<1,把映照成 | 叫 =1. 
im /<^ 一 定是分式线性函数， 

证： 闲为切=/ (之） 把 Ime= 0映照■成 | 叫=1，所以存在 
1出0丨=1，使考虑 w = /( s ) 的反函数 

p 

由于它在 | 叫<1上除 to= 叫外是单叶解析的 ■s 且 
荆叫，1:上{除故，外）取实值，故由推广的对称^ sT 
身 = ^JW> 可经^^ = 1 (除去 w=u; 0 ) 解析开拓到圃外，得到 
在扩充的出平而上除出 = U?。 外的单叶解析函数. 

；.： 畀外身知硐 d M 函数 GW = ^的可去奇点，规定 

<?(山 a) = 0，则<? (w) 在 w。 的邻域内单叶解析，从而 C (叫 . 
七叫是<?作>的一阶尊点 1，故在扩充的⑴乎面上叫是穿(出> 

一 的奇点 - ^阶极点，由第四章第13_的结果，可知 

對务式线饯_蠢，由此可知 /O) 必为分式线性函数， 

" J . 父= . , 

3* 级数 - ^ …在 0< M <1 内所 定义的 

函数是否可以解析开拓为级数土 + ▲ + …在 

T ^ ^ 

■ / 

内所定义的函数？ 
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解 


- 


2 „ 


_ AT — ■ ~~ -- 

2 1 — 之 2-(1 ~ 


- -(1H--H-z 2 H — ) 

0 <|^< 1 ⑴ 


;+».=p(l + 


+ 


^(1 一 忑 ) 


M >1 


( 2 > 


乂 p 设数 Ay 在复平酎匕除 2 = 0 和& 1外处处解析， 

故这一函数元素既是函数元素 （ u , 又是函数元素 （2) 的直接 
解析开拓。因此第一个级数在 o < kl < i 内所定义的函数可 


以解析开 


数在 I 


内所定义的函数。 


4 .证明 I 级数 A ⑷ 


+ _ g " 孑 55 与 


/ t U ) 口 In 2 


1 一 之 


(l — z> 

■ ■ - - j ■■ ■ I 

2 _ 2 2 


% 


( l -_^> 
了 ‘2* 




在 


i ■ 

j^|<l -^ j ^- lf <2 内所定义的函犟互为直接解折开柘。. 


. 


f 八之 )=2 - 9 ^ 2+ ^ 






/ a (z) = ln 2 


1 心 
2 


\?\<U 

(1 一 之 ) 2 
_ 2 ^ 2 2 


<l-^) a 
■ ■ ■ ■ ■ ■ 

3,2 3 


蝴 2 十分沾! 


Z 



l ⑸) 


3 


： x= in 2 + in 


(i 


之一 


2 


1 ) = ln(l 


■ 




1 S 1 





| z - l ]<2, 

乂在 I 刎 <i 与 i ^- if <2 的公共部分 kl<i 内 
f . dz ) ( S ), 所以荷个级数所定义的函数互力直接解析 

开拓 5 , 

I 

. ■ 

5. 证明级数所 走义的 函数在 

tla 0 VI*"-?/ 


左半平而内解析，并可解析开拓到除掉点3 = 0外的;整个复 
平面。 

证：在级数的收敛区域内， - 



其收敛 K 域力 <1. 而根据模的几何’意义翔收敛区域 ® 

X ^ 

欠<0,故该级数所定义的函数在左半平面内解析。 


又因- 显辟？ = o 为它的奇点，而在0 

1 - -^ 

1 _ 之- 

■ 

处它趕解桥的。因此该詖数所定义的函数元素可以解析开拓 
到除.点 2 科)，外的整个复平面。 t + 

6 . 证明 i 如果整函数 /(d =£ 在实轴上取实 

«_0 

I 

值，那么系 数〜都 是实的。 / 


证法 一 ：因为瘇由舞 / iU ) =£ o , ir 在叙乎面上解析， 

且在实轴上取实值，根据唯一蛀定理，可以把下半平面上的 

/ o ) 看作上半平面上的/&>由对称原理解析开拓而得到的， 
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于是在下半平面应有： 

. fc ■ ■ V 

I -■- I 」 

即 /(-?> =£ a„^n =£ a m ^ n ^ n ^* 1 

n- 0 n^Q B —0 

■ 

- -i 

因此 a n = a ,， 这就表示心是实的 Cn = 6 , 1 ， 2 ，…） : 


证法二 I 整函數 / U ) = 


r : 




w 在复平面 h 解析，故在 


每一点各阶导数都存在， c «- o , 1, -) 
因为 / U ) 在实轴上取实值，即当 z = w 时, / U ) ^ >(幻 
为实数，从而对任意实数々，'尸化。） = lim — 

X ~ Xq 


是实数。 一 般地，对任意正整数《， 

/("> ⑹ = lim / 卜 ■也是 实数， 

Q v 

«■ 

于是 A : ’'，) ， (« = 0 ， 1 , 2 , …）均为实数 

<7 … （0)=/(0) )。 

7 .试 问卞列实变数实值函数能否_柄开拓^复平面上: 

■ C 1 >/(久）= [^ 1 ； - ■ :: 


( 2)/00 = 




0义今0时）, 

(当 pO 时>, 



< 3 )/00 .在 C 〜6〕 上任」点可展开成实幂级数。 

解：定义于区间 I 上的实值函数/(幻解拆开拓到复平面 
上的意义是：如梁存在包含 I 的区域 D 上的解析函数>\幻， 

— m — 







使当之 =义6 1 时， FW =々）• 

(1) f ( x ) = \ x \ 不能解析开拓到复平面上.因为 
fM = { oc \ 在 x = o 处不可导^ 

(2) 所给函数 /(*) 不能解析开拓到复平面上，因为 
/<^>在 x = 0 的邻域内不能展开成幂级数 b 

(3> 在 〔 a ，6〕 上取点〜，作幂级数 
^ < 5 ) 

f ( x ) =& n O - h ” 在 1 1: 卜 - h|Oi 收敛 ， q 为 

„ (|) 

收敛半径.将级数中的 X 换成2得级数在 

0 

1^ l <^ i 收敛， A 是收敛剧.设其和力 
/ t (^= r ： a * y - A ) 11 . 在〔〜幻上每一点都能作上述幂 

Q 

级数. 根据有限覆盖定理，存在有限个点心…而相 

: « Cl ) ' 

应地得有限个幂级数在 h 

0 

_■ _ 

- 故 

收敛， q 是收敛圆 （“1, …叫_令乃= ijq 显 

1 

然 V)U 则得到在 O 内单值解析函数 F 00. 在 A 内 FG ) = 
=>士）；在|>，&]上厂<幻=/(幻即 / U ) 可开七到复平而， 


8* 钲明 的肖然 边界是|之| 


等 


证：先诬单位圆 id = i 上形如： q = e 2 
整数，且互质）的每丄点都是 / u ) 的奇点， 


+ 


Jtt 


为此令 


rjSo = re 


2宂 r 


(0< r<lj 


( P ，9 力正 
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1(^ 


'I- I 


» 


+!> n 


% 时， 


(r^ 0 ) n ^r\ 对于 M = 29 + 7 V , 其中 iV 


是任意大的正整数，有 




\/<^\ 


1 — j 

E 




n 


+ Er rt 


M 

>n 


few 


XI 


M 

>1： 


- E 


r M, (M 一 g + 1) - <g ， l) 


令 r—i -0， 就#丨 >7 V +2, 亦即可找到 〜（0< r o < l ) 
使得: V 0 < r < l 时， 1/^>|>7 V , 由于 JVM 任意大的正整 
数，所以有 lim 丨 / Q)l 因此 々是 /( O 的奇点. 

.'' -% 好 

其次，设2 = 是单位圆上异于 A 衲柱1点, 

由于在点 s 的任何邻域内总有 形如々 的点，所 vi , 
z = — 是形如 Q 点的聚点，从而起 / G ) 的奇点 。 V > 

所以，单位週上的每一点部是/(芴的奇点，从1 
是 / Q ) 的自然边界。 ： ' '' ' 1 ' 

9. 函数《? 二 是否是多倩解析-数？ 

iiti 2 - xA - iy f 贝 e t ， Cfc ;0，1) 

它们都定义在复平顶兑上。 ： 

显然,点 z 沿任一闭曲线绕行复回原处时 *边《 与都分 
别取其各自的确定值，因此由函数元素⑼ 0 ，/0和 (叫 ， p ) 中 
的任何一个都不能借助 T 解析开拓而得到另一个，所以函数 
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r 


不是多值解析函数，而是代表两个不同的单值解柝 

r I. - ■ 

(- n I 

析函数： eT 和 r £ * 

1 o .试作函数/ o ) = %/了不 r 的赛曼 面. 

解，我们侬次取1在下半芊面、右半¥面 
1)、上半平面琴左半平面 b <-：0 内的解析分枝 

如下： 

⑽ wKPriV •女 aT 价 G 


(-n: + fc_i<arg (怎 + 1)<A 号 ) 


弁且把这些函数的定义域分别记作 ; 

■ I ■- 

- it +A* ~ <arg(^ + l>< ik = Of ±1， ±2 


…） 



考虑函数元素链 

. 〆'(?，-1 )， (.ffo * 


( tfl ，:• ， ig 9t 

凡两函数芦，素标号狭戎梢羞 
内8的惇鉍坪，.为相_砰数 

元素.因此与上列各解忻¥ 

枝相对应，只.有3个不同的 .. (图 7,幻 

函数元素： . • ' 

I 

切备， ( i / i ，)* … （ ffr ， Gi ^ + C 糸） 

在 （*) 中，每个函数元素是它相邻的函数元素的直接 解析， 
矸拓心而 （*> 中所有函数 •元 素确定一个一般解柝函数， 

，您是，个双值函数， 

把函数元素 0jk9 Ga) 和 CffA + i* G h ^y 
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ir 






(办= 0，1，2， 3) 的定义 E 域看作在不同平面上，并用纸 

片作出它们的漠型，分别粘连6\与夕* + | a = o ， i ， 2 _"， e ) 

的公共区域，并〗1最后粘连与的公共区域， 于是最 
后得到一个有2叶的而，即仍= 7^ + 1的黎曼面 （图 7_ 2 >- 
- 1相《不在上述黎曼而内，它们都是双值函数 . 

f (之> =\/之+ T 的枝点。 

11. 试用对祢原理把下列阍形所示的区域分别保形映照 
为上半平而： . 

解 （ i 〕见阍7,3 

沿（-1， 1) 作辅助割线，考虑上半个带形公， 

〜=/ o ) =把区域映照成上半平面仏 • 

令卜（-1， 1) O 平面的实轴上区间）. 

则= 1) ( A 平而的实轴上区间）且/(2) 

在 D 内单叶，在乃+ 了上 连续，因此可将 / G > 解析开拓到 
区域<7上， 」: j . /(2)把 G 保形映照为乃/，然后利用儒可夫 

斯基函数的反函数〜2 i - 1(取当之 2 = 0时= * ■的， 

那一解析分枝）将 i / a 映照为上半平而综合得函数 

e t7 ■- ch2 /(e a2 - ch2) a_ ^ 

心而 - 一 + V- 7h - 1 

_ e az -ch2 , -2^^ch2 + l" 

sh2 ^h2 ^ — ， 

它把 G 保形映照为上半平面 ff l4 
解 （2) 见图 7.4 

沿（-《，-1)，（1，作辅助割线，考虑上半平 
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*| 0<arg 〜< 2ff 



0< ar g 之 £ <2冗 













/ 


f 


面函数 a 


在符合对称原理条件，故忘可 


通过实轴上区间 / - 


l > U (1， 


域上，并将映照为令 




解析开拓到区 
它把映 


照成 i ?4, 


八心将0*映照成上半平面(?，最后得 




Z— %/l + 之 
■ | ■. ■ 

之 + \/1 +^ 


1 L 


它把 D 保形映照力上半平面 (？. 


12.证 明：把 z 平面 h 的单位圆盘双方单值保形映照成出 


平面上多角形 P 的映照公式是 




cf ： AdP-Vw 


其中 A 是 p 的各顶角的弧度， a 是 id = i 上与 p 的各顼点相 
对应的点， q ， C , 是复常数， 

J r 

w 

证：设将单位圆盘双方单值地保形映照 


成上半平而 Im 00，且 






,* dl ， 2, 


, n >. 


巳知将 Im 双方单直保形映照成出平面上多角形 


^的映照是 


C 


n 


n 

1 




A 


di + c.i 


式中“， c D 及。是常数 


* 


将=%二7,〜 


代入上式，得 


— ；60 



L 在岛 


2 k -* 






2 * 

(2+0 





cA 2 { n [ 


⑷十 o 


gk 





c^+o 


2 


rfr+Ci 


由于 A + 扎 + …十扎 =(打-2)冗，所以 i (-七_1) = -2， 

故 «J = cf f ] (2 — 十 c '， 其中 

J ,，薫1 

I 

㈣ 仏充适严 1 )， c ，= c “ 

13. 求作把单位园盘映照成正方形内部的单叶函数， 

解：将正方形放在如图 7. 5所示的位置上，依黎曼存在 



图7_5 

■ - 1 

定理，必存在单叶函数 t » = / U ) 把 z 平面上第 一 ^限的园域 
△ ^映照为出平面上第二象限的三角形域△、，_江把三点 CS 


— i 61 ^ 


之 02 2 分别映照为三点0，似1，《^_利用对称原理，砂=/0?) 

将 单位园盘映照负所述的正方形内部，且分别把 A A 和 

之 4 映照为出 1 和 tv 
利用第12题的公式 ，有： 


w 


cfo — 1，女 o - 1■厂女 u + i )_ i (《+ o r 女心 


a 


dz 


\/l 一之 , 


^+Ci 


此处\/]^^在单位园 > i < i 内解析，取 
那个解析分枝。 


的 




1时， W - a y 从而 


Cf 1 


dz 


0 


\/l 


，利用推广 


的柯商定理，可证枳分与路径无关，故可取揉轴 上区间 CO , 1〕 


作丸积分路径，作变置代換,设 


^ dz 


dt 


4* 


I 


1时 ， t = l 从而 


cr 


dt 


0 i j-J- 


4 f 






女 


O E ^ f . 此处 C 


C 


■ 


利用公式 f 1 

J 0 


1(1 -幻〜=择1|，得 


C f 

4 



+a —o 一女 


dt 


a r (i) r (i) 
4r (f) 
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14. 用:多角形映照公式，把扩充2平面上单位賦的外部 
映照成扩充 w 平面上去掉割 
而得的部分. 

解，把单位园的外部映照为多角形的外部= 对应 
于的映照公式 # 为^ 


11； = 


c?j ( 之 -( 卜 a/r 1 …(之 


尸 〆 1 


dz 


式中 


J_k 


(fe = 1,2, --«)» h 为单位园周上对应 


于多角形顶点的哪些点， c 和~为常数。 



* 参看斯米尔诺夫著高等数学教程第三卷第二分冊第二 
章 §38(62) 式， 


— . 16 * — 


由于平面的多角形可看作一个两边形，顶点为1和 


- 1，且沒1 =沒 2 =2? r , 

在单位园上取〜= - 1，= 1,相应于叫= - 1， 
% = 1，则有： 

= c j £ (i - 尽)此(。+ +)+〜 

利用关系 -1 —1，1 — KL ， 可得 q =0， c =^， 



15* 〔第六章第16 <3)题〕试作保形 映照， 、 

把园环 0< a <^|<6 除去实轴上的区间（心6> 而得的 g 
域映照成 

解 t 见图 7.6. 







见书 P .183 例 2 

; - 

4 a 

= 71 
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第八章调和函数 


1. 设函数/(乃在区域 D 内解析，而且不等于零.直接 
计算 证明： 在内， Ain I/O) 丨 = 0, 若补充规定 | 尸 O) 丨 

mAf / W |>0. 

证：因为/(4=« +灼在 D 内解析，所以 v 满足 

C —丑 条件：薦-=二，一盖和拉普拉斯方程 

_ 0 , 一^ 3 ^一 0 _ 


在 D 内由 / U )# o ， 可设 

r = ^- ln (^ + u 2 ). 


于是 


: 3 F 

B^c 


u 1 + 




■an 

dx 


v-K 

dx • 



+( 吾 n ^ 


o^viy (長〉 


BW . n dti 8V 


dx 


〉 + 2 ⑽ 


dx 


同理可得 I 



2 

0^ + f ) 2 





av ) 

W ) 


~- dftfi — 




9 




从而 Aln |/0 )l 


d 2 F 丄 d^F 

dy 1 


dx 



t ) 


设 ^ U ，: v ) e |/(2) 卜^ _ ，则 


dE _ 

d^c \/w a +v 





1^+0, 




\/ u 1 + t > 


1 


/ 




2 


0 〜 i— 


u dx 2 ~~^ v d ^ 2 1 v 0 ^ 





w 


( V ^+ W ) 3 


H - B 2+ < 


aiLW 

dx / J 

-^V + 2 uv ^ 彀1, 

dx/ d 乂 / 


类似地有 


1 


d 2 E 

sy ' 


\/“ 2 





dy^ + dy 1 


3 



0 u 

h ^ 

dy 


1 



( 0 ) 


暑 


(%/^+沪） 3 


H0 +v iiyy^ 2uv 


dv 


dy dy J 


于是由 / U ) 年 o 和尸 （ a 年 o 可得 


△_ O 0- 


mr ^. 


I/U)t 


2. 求一解析函数，使其实部为 〆 （ xcosy - ysiny )* 
解： 设《 0 , 7 ) =KOcos 夕 ― y sin 夕） • 在整个翠平面 
上，经过简单计算容易得出，它的一阶二阶偏専数¥ 姨， 且 
适合拉普拉斯方程 ，故 知它为调扣函数， 

下求与 共链的调 和函数 uO ，： y ). 取自 C ^ oj ^ c ) 
到及由 （ x ，>%) 到 力的直 线段作 为积! 分路线 ，得； 


uO , y ) 


f (*^ y > 

3 ix 9 y ) 


B y o 




■X 


X 


e " 6 (x sin jy + sin y+y cos y}dx-h 


0 


1«7 



+ f (戈 cos y - y sin jy+cos y^dy^c 
J y o 

- sia y+y cos jv) ， 

人 /( 之 ) -u-biv- 这 *Ov + i ■ 夕 ) (cos jy 4-i s in jy) -bic L 

= ze z 4-i^i , 

即为所求解析函數，其中 q 是实常数。 

3. 试求 形如似 3 +6x4+(^：^+ 心/ 3 的最一般的调 
和函数，其中 A 6, c 及 d 是实常数。 

I 

解：设 t#= ajc 3 +6 < x 2 i y+c?jc i y a +d〆， 

按条件要求，应有 AwaO， 即 

= 2Jf(3o+^>+2^(6+3J) = 0 

故得 • c= - 3a» 6= - 3d. 

故所求的最一般的调和函数是， 

aix* - Zxy z y-\-dCy s - 3x z y^ = aRe(^ a )+fdIm(£r*> 

其中 a, d 为任意实常举_ 

4. 设实变数实值函数 a(A：yO 是在 0<>|0(<+oc) 

内的有 1 界调和函数，.译明适当定义《(0,0)后，《以,夕）是在 
卜|<户内的调和 函数： 

证法一*研究在 £1* 0< 140内的共轭调和函数 

■ ■■ 

vczy t 

= j z (*> 

J ?r 0 oy 

上式中的是某一确定的复常量，积分路线是联结心和 
Z 且在 Z? 内的任一简单逐段光滑曲线 • 设 Y 是在 Z? 内的逐段光 
滑的简单闭曲线，則当 z 沿 Y 的正向绕行一周时, tKO 有增置 



r 






于是 （*) 式可写或 = 

其中是 （*) 中积分的某一枝. it 为任意整数. 

当 r = o 时， vu ) 是 d 内的单值调 m 函数，从而 

是 d 内的单值解析函数，于是 
= =^^ 21+11? < 21 也是/)内的单值解析函數， 

又由 《 CO 在£>内有界知分0)也在 D 内有界，因此2 = 0是 

I 

的可去奇点，规定 〆 0) = nmff (^ u 相应地就规定了 

Z -+0 

tK 0,0) = lim «〈之），作了这样的规定后，(幻在410内解 

析*因而/(4在>|<户内解析•从而在1 2 1<户内调和. 
当 r #0 时 ， /CO = «(^) +* u <^)- -/-^In z 在 U 内单值 

解析 • 这是因为当 Z 沿 Y 正向（负向）绕行一周时， h 有增 

I 

童* T (- r )， 而有增量 一 * T ( f T )， 从而 /CO 

无增量，并且 / G ) 的实部与虚部互为共轭调和函数 ，令； 


= e : ze • 

■ 

它也是 b 内的单值解柝函数*又 = ^ * 

可知穿在 i > 内有界，因此2 = 0是 co ) 的可去奇点_仿照 
上面的讨论，可证得：适当规定 w (0,0) 后，《0)在|^|<1内 
调和 • 

证法二：设 a ^ hO ^ eo , 它是在 ooi < p 内的 

单值调和函数> 相应地有共轭调和函数 v < ix f y ^^ v x ir $ 0 ^ 


— !(拥一 






及解析函数 /<>) = «+&• 于是 f f i iy 显然是 

I 

单值解析函数，从而在 0< M |< P 内可展为罗朗锡数 f 

尸 = £儿，. 

一 DD 


由此得: 




A 


n+l 


(n^f -r 1) 


从而 Wi ( hfl ) = a + a , 1 inr -^ 1 J 4 rg 2 + 


+£f - cos(h + 1>^ - + > 

一十 1 n 十 1 j 


其中汽今 - 1 ， a ^ ReA ^ A n = a n ^0 n f -… r 

之 = r(cos ^.+t s tn 0 )._ 卜 ♦ 

由 hOd ) 的单值性可知 jff -1 =0, 而由 « a ( r ,0) 的有界 
性可推得 1^0, 把 （*) 式两端同乘以 cosmh ( m 为大于 
1的正整舞）并在（0,加〕上积分,财有 

广 **1 Cr f 0 )cos mQde = ^ a ^ L r m +jr—r~ m # 

J ■ t 7 t TTt 


对于每个确定的《,以上等式左端始终琴有界的，而右 
糖当^充分小时，第一项有界，第二项可变得住意夫)因此 
要衝罅式成立，必有； =0 Cm =2,3 v ). 

同样，等式 （*；> 两端乘以 sinffih 并作粪似 化材库 ，即 

得* Cm - 1)—0 C m ~ 3 , b O * r 

. L 人 


可见 


^ i (广， 沒） = a + 〉 ] 

ti - 0 



L, tt + 1 


cos(ti + l ) 沒一 


- ^ Y sin(tt + 1) ^] r " + l 因此，若规定 《(0,0) = a ， 
— STTO — 









則显见 ( r ,0) 就是在 Ido 内的调和函数 ■ 
5. 试用调和函数的中值公式，证明 • [ ' 

JT _ 

in(l - 2rcos0 + = （一 

a 

证 I 当 0< r < l 时，考虑函数 Ln(l —2) 在|之|<1内的一 
个解析分枝，记为 ln ( l -之）_显然= Re [ In ( l -之>] 
在沁 |<1 内调和，且冇 《(0> = Re [ ln ： l ] = 0, , 

在圆 | s | - ^<1上， 有：. . 

uire ] 0 = Re[ln(l - ^)] = In 11 - re* 9 


^-InCl - 2^ cos 0 + 


2 


), 


应用调和函数的中值公式，可得 


t 


«( 0 ) 


2« 


£ 


0 




■T. 


即 


2 

■ 邐 ■ T 1 


2r cos0 + r 2 >c/0 


- 2r cos0.+ r 2 >£/0 


f ! 


# 


于是当时， J ^ lnCL -0 cpslft + f ^ cJe^O 

当一 l < r <0 时， 可考虑 ln(l 4^)在|«1肉 蹲 一个解 
析分枝，在 = G <1 上作类似于上述讨论，即 A 证得 t 


o 


lti(l + 2i^i cos0 


iO<r l <：n 


于是当- l < r <0 时， 


¥ 


■ 


o 


In Cl - 2^ ct>s0 +r 2 ydQ 


J|ln[l + 2(-r)cos0 + C-r) 2 ]^ 


一 



r i = - rf ln(l +2r 2 cosQ +r 1 i )t/0 = 0 

- =J9 

故由以上讨论 可知： 


ln(l 〜 2rcos9 + - 0, ( — i <r<^l>* 

O 


6, 证明：如果在整个 z 平面的调和函数乃是有界 
的那么恒等于常数， 


证法一：在复平面上任取一点 A 使 0< r < p . 

显然》(匀是在 |^|<P <0< p < + oc ) 上的调和,函数, 

并且（常 数）， 

由普阿松公式， 可知： 

■■ I 

u ( js x y — uCre 1 拉 ） = - 


瞀 


2 n 


/a * 

Jo U 


(pe 




P 


£ 


2 


- 2prcos(<5p - 0 ) 


- 


uipe i<p y 




L, p a - 2prcos(<p - 0> 


< 


2rt 



■+ 


厂中 cp| 


I 


<M 


2 pr + 2 r £ 
(P — r ) 4 




令 p —+ oc ， 立即可得 = « ( 0), 由于 A 的任意性， 
故 /( 幻恒等于常数 u (0), 

证 法二： 因为«(^)是在整个平而上调和的函数，所奴 
存在一个函数/<0,它在整个平面上解析，并且 ] 

R e / (乃 = u (^， 又是正的常数）. ‘ 

考虑函数显然它也在整个 e 平面上解析，并且 
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赫 





因此， 根据刘维尔定理，可知 


是常数，从而 “00也是常数， 

7. 试求在单位圆盘内的调和函数，使其在单位圆的一 
段弧上取值1，而在圆上其余部分取値0_ 


解，设 


1 ， 0<a<cp<^<2ff 

0,0< tp < a ? 或 


由单位圆盘的衿瓦松公式得 


uire 1 


2 氕 


r 1 

J a 1 — 2rcoi 


2rcos(xp - 0) 




2^t(T+r 2 > Ja 


a-r 2 )rfy 

^^cos(tp-e) 


2*(1 


l___ 卩 

+ r 2 ) ja 


(1 — rOrfcpf 


2r 


r a 


cos Op — 0 — 質） 


1 — r z 

2*0^^) 


■■ _ ■ - ■ ■ _ ■ ■ 

/^r 


, /i 

* arctg ( / 


2 r 


z 


t g !H 


2 


Q _ Q 一 fC 


(W)t S 上 I 

arc tg - — - ^ - 一 arc tg -:- 上 


ir 


arc tg 


(1 -r)ctg 

1 +r 


a - 0 


(l-r)ct 
arc tg —— —— 
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I 试求在上半平面内的调和函数 u ( 2 )， 使其在实轴上 


取值如下 


0 


uto 




? (当 、 f < 一1 时）， 
，（当-1</<0时) 
- v . yt + v ,, (当 o<«i 时）， 

0 ，(当 t>i 时）， 


解：由上半平而的普瓦松公式 




n 


\ ： vxr- 


vydt 











( u 2 Ai 

^xy+p~~~~~ dt 

a vydt 丄 




% 



■ \ 

i < v z — 


Q-x^ z +y 


1 


dr 



= |{,( a rc tg^-arc t g ^^ + 


Y 


Z 


■ 

-h[^(v 2 -O+uJarc tg 


K ■ - x 


y 


arc tg 


y 


■ 


，r K 


/ 


r 




• varc tg -,.^-^^4；. 


1 


f 


+ [x( m v 1 -vJ +Ui3 arc tg- 




y 1 - Cl -x)x 


一 m_ 



第九章解析函数对平面场的应用 

I 1 



1.研究以下列各函数作为复勢的平面稳定流动: 

⑴ Id 2 . 

解：在任一点2弄0的速度是厂 （2) = 2 T , 


流函数是 4> U ， y ) = 2 xy , 

所以流线是曲线 = 

势敏 数是中(汉，，): = ■* 2 - V % 

所以等势线是曲线 

x l -y l =c im 

流体分别从平面上下两方胃 
用相同的速度流动，而在实轴 
相遇（图 9.1) ， 

原点是临界点。速度等于零 
(2) iw= 


本 y 



C 图 9.1) 


解 t 用极坐标表示为 



P 




A. 


故流函数是 A = P + sia ~|* 流线的方程是 P 




4 


sin 




势函数是 < p = ptcos |， 等势线的方程为 P 


Z 


2 


cos 


2 






<3) w - z 


z 


* 


解：在任一点的速 


度是广 O ) = 1 - 


、1 

Z 




1 




2 


(夕 2 —文 2 ) - i 2 x-y 


W)2 


流函数是^>0,少) 






y 


/+夕 


a 5 


流线的 



® 3.2 


方程为 y 


夕. 


p+jj/ 


z 


当 q = 0 



+夕 


与夕士 0缉成（图 9.2) 

势函数是 qp ( jt ? jy ) = x -^- 


X 


W+JJ/ 


1 


v 


等势线为^ ■ % 


c 


Z , _s ~ ^ 


r +y 




(4) io 




2 


解：在任一点 o _ o ) 的速度是 / Wj 


^2 

wm 

方* 


流函数是 ^ 9 y ) 


xy 


2xy 


w ) 这， 


流线方程是 


C^ 1 + y 2 ) s 


c 


势函數是 


X 


t 


y 


2 


(P+y 2 ) 2 ， 


等势线方程是 


— 一 




■V 


-』■■■■■■■ ■■=hi«*ai w 



X X ■ 

2. 求速度为 的平面 稳定流动沿圆 c 的坪量，在这 
里我们分 别设： [ > 

一 '(1) /(5) = tgJTA |^J ^ 其中 M 是正整数； 

(2) / O ) = ) a ， 。为 1 J r = /? + 1 ， 其巾 • 



f 

1 - U -4 r 

J ^ CO s ^ 


cost 在 c 内冇 2” 个简单零点，印 




因 cos 心的 2 «个简毕各点足 tgu 的筘单极点， A tg ^ 再无 

■ - ■- 

其它奇点，而每一极点处的留数为， sin - - - 1 

( cos ? tr ) ■■?[■■■ ■ ■ 


故 


> 


tgnzdz 二 2^ti *2n* ( 




C 


J ! 


> 


4 niz 


因此 




i- 

tf 


Rc ( - 4^0 




* 


⑵ 


■ 

1 c 


z 


2 


二 1 

y — 


2 




a 


c: I: 卜 R + 1,2 


--1 

■ ■ ■ ■ ■■■ ■ ■ 


之 2 




±K ^ /Cr)= 狀的 


Res (/, i ?) = 


阶极 


lim 4 - 

dz 




2 


Uz + R ) 1 ) 


k I 


- m 一 




eIr 碧 = J i 2 R ^ 1 名古 + 3 


R es [/，—/?] = - i - [ C ^+ y ?) VC ^)3 

z—R Ofz 


i - d 

Jim —— f _ _ 
z^-n dz 

2( lH ) 


/ — 1 
■■ ™ ■ 

um 


2 d i 


n 




ii % d ” 



4 R 4 li 




* 


C 




1 


2 




i? £ > 




从而 r = o . 


心 =2 叫 Rcs [/ ⑵，及]+、 
+ Rw [/ O )， 一 /O 二 0 


3. 平而静电墙的势函数是 ” = 试 _ 求电力 


线的方程与复势. 


解 


&U 

dy 


@fV 

Qx 


1 


c) 




(' 您 ) 


/ ^ sin 3 Ty \ 


丄 sin^Jtych-^v V Vh cos*v / 

sh 2 3T/cos 2 ff_y 


时样吋求得 


d_x 


ff c o s w j s i n 兀 y 

sh 5 龙 jc os^njv + sin 2 jtc h ^ 

i ■ 

丌 cos ff_y sin ity 
sh - + s i II £ ?ry 


By 


■ 

TTsh^XchlCX 


■ — ■ ■ 
sh 



2 


nx-rma^ ny 
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w 


ciu 


% 


d X 


du 





?r s i n 3T ^ o s - 

= ^ sin ^ sr d y 

- dln \/ s\\ y ^x + sin l 7 ry 

X shffir = shi^ex -V ifiy) - ^hnxchiny Hr r ch?rjcshiirv 

- s h^tx cos ny + / cVi i^x sin ^y 
■’_ j s hxz I - \/sh z ir^cos ^srjy + ch a ff,xsin ^ jtjv 

:: \〆sh 2 ^x sin z 7：y 

b 

从而 du = dln \ sh ^ z \, 由此推得电力线的方 程为： 

从 = In j shiref + q ， 制 [slit 卜 (? ? ， 复势为 


O C^) = lasliw^ + c 


a 


4, 平面静电场的等势线力圆周 V +火= 如七 其中 a 


为一实数，难在（加， 0) 与 （ a ， a ) 的电场强度大小的比 


4 



香 


等势线为 f + y 2 - 5成 


故势亩数为 v 


X 


5 


2 




2^ 


_ 


ij 


. + ( 晋) ， 






% 


a 




1 

2 


Z 


y 

■■ ■ ■ 

2 Jt 2 


dv . y 

■ - -■ ^ - ■—. 


ey 


X * 


\E 


/(F 


y 

■ ■ 

2x 


2 


2 


y 

X 


l 


2 


1 


‘-) 


E ： 


. v " \ 


2 


y -n 


2 


m 






_ 


5. 设在射线 x = 吖 >0) 卜_,电势为而在实 

轴上为零，求听产生的敁电场。 

解： 1 求諍 屯场 的裒势就是找一雨数切=/00，防已知区 
域 Z ? 保形映照 成仍 - f ■而上的证形0<1叫/；<匕，而陡射线， 
实轴分別与： hmr =0 相对应。抟下而的映照 
(闻 9*3) 来完 



二 f 

\ T ^ ™t- £ 2 2 + 


K 

为所求复势，它是区域 D 


■+J 


内笮佶函数，用它 W 求出静电场中的各量. 

G . 试求珉 直-下 2 平 HIL 与^平而交于圆 Id =1及|^-1 



3 

2 


的两个面之间的静屯场，设两柱面之间的电妨羞为 1. 

■ 1 



解 •• 首先(乍分式线壤映射邶&篆三交”^〜是关千 

匕： l^f -1 fn c 2i k- 1 |itW 的 4 映照 

力出！平而上的相 c /; ~和'映照为⑴1=0， u >, - 
由于如 i =0和切1 = «■是关于 e / 和 c / 对称的，故 c /、 C ：/ 
为中心在= 0处的两个同心圆 & (图9, 4), / 

h 

由于 G 的中心均在实轴上，所以点七和^赵应该 
在实轴上，于是可设心=七， 

VI ， 〜关于 〜对你，故冇〜％=1, 又 〜， 巧关于 

〜对称，故也存（\- l 〕 O t - i ) 
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4 


I 


I 1 



办 , 0<arg^ a <2* 







图9_ 3 



解上面两式可捋 


4 


4 


4, 


■L 丄 

+ 4 


由于实轴上的点映照到实轴，边界映照到边界，那么 〆 i 


的半择^ 



^《的半径 r 2 





故按§ 2第四段例1的结栗得 V~n 













4 


M 



4 ^ + 1 




) + ln 8 



<r 


■ i 1 4之 +1 、、 

」 、:^ ln *^：4： _ \: w 、 

^ #： t 0 该静迪辱声备.童..可求 

得。 这个函数是多值解析函数，它的实部即去函翁 ifO , 

是多值的。 ^ 
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